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研究背景和意义
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研究背景和意义：核函数

核函数: 隐式特征映射的内积形式

κ(xi,xj) = 〈φ(xi), φ(xj)〉

将数据从低低低维维维输输输入入入空空空间间间隐式地映射到高高高维维维特特特征征征空空空间间间

核函数（特征映射）⇒特征表达能力（学习性能）
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研究背景和意义：核方法

核方法:基于核函数的方法
非线性映射（核函数） +线性学习器⇒解决非线性问题

学习性能直接由非线性映射（核函数）决定

具有坚实的理论基础和完备的非线性学习框架

得到广泛研究与应用: 支持向量机 (SVM) [Cortes and Vapnik 1995]、高斯
过程 (Gaussian process) [Rasmussen 2003]、核岭回归 (KRR) [Saunders
et al. 1998]、核主成分分析(KPCA) [Schölkopf et al. 1998]等
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研究背景和意义：核方法模型选择

核方法模型选择: 为核方法选择核函数

核方法模型选择⇒核函数（特征映射）⇒学习性能

核方法模型选择决定了核方法的学习性能

是核方法理论研究和实际应用的瓶颈与关键
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研究背景和意义：大规模半监督的核方法模型选择

当今训练数据的特点
数据产生、收集、存储技术的飞速发展 ⇒ 大量无标签数据
数据标注代价高昂 ⇒ 少量有标签数据

传统核方法模型选择处理大规模、半监督数据时，存在如下不足：
缺缺缺乏乏乏泛泛泛化化化理理理论论论保保保证证证：传统核方法模型选择仅使用了有标签数据，摒弃了无标
签数据中包含的有用信息，泛化性能较差。
缺缺缺乏乏乏简简简洁洁洁的的的模模模型型型选选选择择择准准准则则则：传统核方法模型选择方法大多将核选择、模型训
练分开学习，过程繁琐复杂。
存存存在在在计计计算算算瓶瓶瓶颈颈颈：空间复杂度为 O(n2)、时间复杂度至少为 O(n2)。

Motivation: 当前核方法模型选择方法不适用于大规模、半监督数据.
亟需为大规模半监督的核方法模型选择

建立大规模半监督核方法的 近似泛化理论

制定简洁、易求解的 模型选择准则

设计适用于大规模半监督核方法的 高效求解算法
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研究现状与挑战：交叉验证

常用方法：

k 折交叉验证 [Stone 1974]
自助法 [Efron and Tibshirani 1994]
留出法 [Chapelle et al. 2002]

不足之处：

需要预先指定候选核函数,过于依赖人工经验, 缺乏理论保证

计算效率低下,对于每个候选核函数的 时间复杂度 O(kn3)

不适用于大规模、半监督数据
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研究现状与挑战：近似交叉验证

交叉验证需要在不同划分训练多次,而近似交叉验证只需训练学习器一次,提升
了交叉验证进行模型选择的效率.

常用方法：

张成界 (span bound) [Chapelle et al. 2002]
影响函数 (Influence function) [Debruyne et al. 2008]
Bouligand影响函数 [Liu et al. 2014; 2019]

不足之处：

需要预先指定候选核函数,过于依赖人工经验, 缺乏理论保证

计算效率低下,对于每个候选核函数的 时间复杂度 O(n3)

不适用于大规模、半监督数据
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研究现状与挑战：核对齐方法

核对齐基于 ”相似样本特征对应的标签也是相似的”思想,将最大化核矩阵与标
签的对齐值作为模型选择准则.

arg max
κ∈K

yTKy

主要方法：

核对齐 (KTA) [Cristianini et al. 2001, Shen et al. 2016]
中心化核对齐 (centered KTA)准则 [Cortes et al. 2012, Pérez-Ortiz et al.
2016]
核极化 (kernel polarization) [Baram 2005]

不足之处：

需要预先指定候选核函数,过于依赖人工经验, 缺乏理论保证

独立于具体学习算法,因此理论上 无法保证学习算法的泛化性能

不适用于大规模、半监督数据
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研究现状与挑战：多核学习

多核学习 (multiple kernel learning, MKL)的核函数是多个基核的凸组合

κ(x,x′) =

m∑
i=1

µmκm(x,x′), µi ≥ 0,

m∑
i=1

µi = 1,

其中, µ = (µ1, · · · , µm)为多核组合系数.
多核学习根据优化目标，以端到端形式同时学习多个核函数的凸组合系数

（ 核函数 ）、 模型参数

主要方法：

高效求解算法 [Bach et al. 2004, Gönen and Alpaydın 2011]
`-p范数自动核选择方法 [Kloft et al. 2011, Han et al. 2017]
融入局部 Rademacher复杂度 [Cortes et al. 2013, Li et al. 2018]
无限核学习 [Gehler and Nowozin 2008, Liu et al. 2017]

不足之处：

求解多核组合问题计算复杂， 求解效率低下

不适用于大规模、半监督数据
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主要研究内容
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大规模半监督的核方法模型选择准则研究
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理论研究：泛化误差理论

经验模型、泛化模型：

f̂n = arg minf∈H Ê(f)经验误差最小化模型,实际学得模型
f∗ = arg minf∈H E(f)期望误差最小化模型,假设空间中最优模型

泛化误差界：经验学得模型与假设空间中最优模型的期望误差的差距

E(f̂n)− E(f∗)

通常，使用假设空间复杂度度量工具对泛化误差界进行界定

E(f̂n)− E(f∗) ≤ Measure(H)

计算学习理论：最小化复杂度度量⇒最小化泛化误差界

arg min
κ∈K

[E(f̂n)− E(f∗)] ≤ arg minκ∈K Measure(H)
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理论研究：基于谱分析的谱度量泛化误差界

核矩阵谱分解(Spectral Decomposition)

Kvi = λivi

其中, (λi,vi)为核矩阵对应的特征值、特征向量, i = 1, · · · , n.
将谱度量 (Spectral Measure)定义为

SM(K, ϕ) :=
1

n

n∑
i=1

λri 〈y,vi〉2 = yT

(
n∑
i=1

λriviv
T
i

)
y = yTKry

其中, r ≥ 1.
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理论研究：基于谱分析的谱度量泛化误差界

定理 (谱度量泛化误差界)
令 LSSVM、SVM学习器满足 ∀f ∈ H, ‖f‖κ ≤ 1. 任意训练样本个数满足
n ≥ 5,以至少 1− δ 的概率存在如下泛化误差界

E(f̂n)− E(f∗) ≤ 1− c0 · SM(K, ϕ) +O
( 1√

n

)
,

其中 c0 为常数.

基于核矩阵谱分析,为二分类 LSSVM、SVM推导出基于谱度量泛化误差
界 [Li et al. 2017, IJCAI 2017].

为核对齐 (KTA)类型的核方法模型选择方法提供 泛化理论保证

SM(K, ϕ) = yTKry
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理论研究：基于Rademacher复杂度的泛化误差界

定义 (损失空间上的 Rademacher复杂度)
基于有标签数据集 Dl = {(xi,yi)}ni=1,定义在损失空间上 L的 Rademacher复
杂度定义为：

R̂(L) =
1

n
Eε

[
sup
`∈L

n∑
i=1

εi `(f(xi),yi)

]
,

其中 εi 为 Rademacher随机变量 Pr(εi = +1) = Pr(εi = −1) = 1/2, `为损失
函数. 期望 Rademacher复杂度为 R(L) = E R̂(L).

损失空间复杂度越小，对应泛化性能越好。

局部 Rademacher复杂度获取更优的子空间，能得到更好的泛化性能。
对应数据依赖的多分类泛化误差界（K 个类别）通常为

E(f̂n)− E(f∗) ≤ O

(√
K

n

)
.
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理论研究：基于 Rademacher复杂度的泛化误差界

首次将局部Rademacher复杂度引入到多分类中,得到当前最紧的多分类泛化误
差界 [Li et al. 2018, NeurIPS]

O
(√K

n

)
⇒ O

( logK

n

)
.

考虑类别间内在关联 ,降低对类别数 K 的依赖

√
K ⇒ logK

引入局部 Rademacher复杂度, 使用更小的假设空间

1√
n
⇒ 1

n
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理论研究：基于Rademacher复杂度的泛化误差界
使用半监督数据构造标签无关 Rademacher复杂度,从而对泛化误差界进行提
升 [Li et al. 2019d, IJCAI]

O
(√K

n

)
⇒ O

(√ K

n+ u

)
.

定义在损损损失失失空空空间间间的 Rademacher复杂度泛化误差界 ( 标签相关 )，有监督

R̂(L) =
1

n
Eε

[
sup
f∈H

n∑
i=1

εi`(f(xi), yi )

]
.

定义在假假假设设设空空空间间间的 Rademacher复杂度泛化误差界 ( 标签无关 )，半监督

R̂(H) =
1

n+ u
Eε

[
sup
f∈H

n+u∑
i=1

K∑
k=1

εikfκ(xi)

]
.

基于 L–Lipschitz连续的假设,建立标签相关 Rademacher复杂度与标签无
关 Rademacher复杂度的关联

R̂(L) ≤
√

2LR̂(H).
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理论研究：基于Rademacher复杂度的泛化误差界
使用局部 Rademacher复杂度、无标签数据的多输出学习 (Vector-valued
learning)泛化误差界 [Li et al. 2019b, arXiv: 1909.04883]。
对比情况 (u� n)

泛化误差界结果 最差情况 较好情况

GRC [Cortes et al. 2016] O
(√

logK
n

)
GRC [Maurer 2016] O

(
1√
n

)
LRC [Li et al. 2019b] † O

(
1√
n+u

)
O
(

1
n

)
最差情况下：使用 无标签数据 提升泛化误差收敛率

1√
n
⇒ 1√

n+ u

较好情况下：使用 局部 Rademacher复杂度 提升泛化误差收敛率

1√
n
⇒ 1

n
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理论研究：基于Rademacher复杂度的泛化误差界

已完成工作针对Rademacher复杂度泛化误差界研究脉络
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理论研究：基于积分算子理论的泛化误差界

基于积分算子的最优泛化理论

假设空间的容量假设：存在 Q > 0, γ ∈ [0, 1],对于任意 1 > λA > 0,满足

N (λA) ≤ Q2λ−γA .

假设空间的正则化假设：存在 r ∈ [1/2, 1]及 g ∈ L2(X , ρX),满足

f∗(x) = (Lrg)(x).

核岭回归 (KRR)最优泛化误差率

O
(
n−

2r
2r+γ

)
γ 越小（假设空间越小）、r 越大（正则化越强）,泛化误差收敛率越快

O
(

1√
n

)
⇒ O

(
1

n

)
任务的难易程度⇒假设的满足情况⇒泛化误差收敛率
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理论研究：基于积分算子理论的泛化误差界

将 分布式 、 随机特征 两个近似算法相结合加速 KRR,并首次为该组合给出
其最优泛化误差收敛界 [Li et al. 2019a, arXiv: 1906.03155].
当随机特征个数M 、分块数 m分别满足

M & n
(2r−1)γ+1

2r+γ , m . n
2r−1
2r+γ ,

则能够达到最优泛化收敛率 O
(
n−

2r
2r+γ

)
.

即使结合了两个近似算法（分布式、随机特征）对原始 KRR进行了近似，
在满足一定条件下， 仍能达到原始 KRR相同的泛化性能 。
以 γ = 0, r = 1为例

KRR

空间：O(n2) 时间：O(n3) 误差收敛率：O(
1

n
)

KRR–DC–RF

空间：O(n) 时间：O(n
√
n) 误差收敛率：O(

1

n
)

计算效率提升极大,仍能达到 O(1/n)的收敛率
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理论研究：基于积分算子理论的泛化误差界

当 r = 1/2时候,分块数为常数 O(1). 使用额外的无标签数据提升分块数 [Li et
al. 2019a, arXiv: 1906.03155].

当随机特征个数M ,分块数 m满足

M & n
(2r−1)γ+1

2r+γ , m . min
{
n

2r+2γ−1
2r+γ , (n+ u)n

−γ−1
2r+γ

}
.

则能够达到最优泛化收敛率 O
(
n−

2r
2r+γ

)
.

无标签数据对分块数的提升：避免了常数分块数
m=O(Nc) without unlabeled data
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大规模半监督的核方法模型选择准则研究
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准则研究：最大化谱度量

通过最小化泛化误差界,将最大化谱度量作为核方法模型选择准则 [Li et al.
2017, IJCAI 2017]

E(f̂n)− E(f∗) ≤ 1− c0 · SM(K, ϕ) +O
( 1√

n

)
.

最大化谱度量 ⇒ 最小化泛化误差界

arg max
κ∈K

SM(K, ϕ) = arg max
κ∈K

yTKry

获得兼具 泛化理论保证 、 高效计算效率 的核方法模型选择准则

李健 (IIE, CAS) 大规模半监督的核方法模型选择研究 2020年 5月 14日 29 / 62



准则研究：最小化核矩阵尾部特征值之和

通过最小化局部 Rademacher复杂度的泛化误差界,将最小化核矩阵的尾部特
征值之和作为准则 [Li et al. 2018, NeurIPS]
由于单核核矩阵的特征值是固定的,无法提升学习器。故使用核矩阵特征
值可变的多核组合

κµ(x,x′) =

M∑
m=1

µmκm(x,x)

将最小化多核矩阵的尾部特征值之和放在优化目标中

min
W ,µ

1

n

n∑
i=1

`(f(xi), yi) +
α

2
‖W ‖22,p + β

∑M
m=1 µmrm

以端到端形式,同时 学习多核参数 µ、核学习模型参数W

避免了传统核方法模型选择方法存在的不足
需要预先指定候选核函数,过度依赖于人工经验
割裂了核选择、模型学习的过程,计算效率低下

李健 (IIE, CAS) 大规模半监督的核方法模型选择研究 2020年 5月 14日 30 / 62



准则研究：反向传播更新核超参数 I

多核学习优化复杂,计算效率较低.

构造非平稳谱核的网络,通过反向传播以端到端形式，同时学习核超参数、
模型参数 [Li et al. 2020a, AAAI].
基于随机傅里叶特征,使用蒙特卡洛采样近似非平稳谱核，

κ(x,x′) ≈ 〈φ(x), φ(x′)〉

非平稳谱核定义为

f(x) = W Tφ(x), φ(x) =
1√
2D

[
cos(ΩTx+ b) + cos(Ω′Tx+ b′)

]
,

Ω,Ω′为核超参数，W 为模型参数。

优化目标为

arg min
W ,Ω,Ω′

1

n

n∑
i=1

`(f(xi),yi) + λA‖W ‖∗ + λB‖φ(X)‖2F .
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准则研究：反向传播更新核超参数 II

提出以端到端的形式同时学习核超参数Ω,Ω′、模型参数W

与传统核方法模型选择方法对比

计算高效 ：与单隐藏层神经网络计算时间复杂度相同.

泛化理论分析保证 ：使用反向传播能够降低泛化误差上界.
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准则研究：核方法模型选择准则内部对比
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大规模半监督的核方法模型选择算法研究
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算法研究：基于分布式核方法的大规模算法 I

基于分块数据的局部核岭回归学习器 [Li et al. 2019a, arXiv: 1906.03155]：

f̂Dj ,λ(x) =

n̄∑
i=1

α̂ijκ(xi,x), α̂j = (K + λn̄I)−1y,

将局部学习器平均,构成全局学习器 (KRR-DC)

f̂D,λ =
1

m

m∑
j=1

f̂Dj ,λ.
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算法研究：基于分布式核方法的大规模算法 II

定理 (KRR-DC最优泛化误差收敛率保证)
当分治算法的分块数 m满足

m . O
(
n

2r−1
2r+γ

)
,

KRR-DC能够达到最优误差收敛率 O
(
n
−2r
2r+γ

)

容量假设 正则化假设 分块数 m 空间复杂度 时间复杂度 泛化误差
γ = 1 r = 0.5 O(1) O(n2) O(n3) O

(
1
n0.5

)
γ = 0.5 r = 0.75 O(n0.25) O(n1.5) O(n2.25) O

(
1

n0.75

)
γ = 0 r = 1 O(n0.5) O(n) O(n1.5) O

(
1
n

)
标准 KRR的空间复杂度为 O(n2)、时间复杂度为 O(n3).
可以看出除最差情况外, KRR–DC能很好地应对大规模核岭回归问题.
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算法研究：基于 Nyström采样的大规模算法 I

将原始核矩阵根据 Nyström采样点进行分块

K =

[
Kss K>21

K21 K22

]
, Kns =

[
Kss

K21

]
.

使用 Nyström方法近似核矩阵,获得半监督核矩阵的s-阶低秩近似 [Li et al.
2019c, IJCAI]

K ≈ KnsK
†
ssK

T
ns
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算法研究：基于 Nyström采样的大规模算法 II

定理 (KRR-Nyström最优泛化误差收敛率保证)
当 Nyström采样中心点数满足

s & O
(
n

1
2r+γ

)
KRR–Nyström能够达到最优泛化误差收敛率 O

(
n
−2r
2r+γ

)
容量假设 正则化假设 采样数 s 空间复杂度 时间复杂度 泛化误差
γ = 1 r = 0.5 O(n0.5) O(n1.5) O(n2) O

(
1
n0.5

)
γ = 0.5 r = 0.75 O(n0.5) O(n1.5) O(n2) O

(
1

n0.75

)
γ = 0 r = 1 O(n0.5) O(n1.5) O(n2) O

(
1
n

)
标准 KRR的空间复杂度为 O(n2)、时间复杂度为 O(n3).
KRR–Nyström能很好地应对大规模核岭回归问题.
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算法研究：基于随机特征的大规模算法 I

构造随机特征近似核函数 [Li et al. 2019a, arXiv: 1906.03155]、 [Li et al.
2020a, AAAI]、 [Li et al. 2020b, arXiv: 2002.12744]

κ(x,y) ≈ φ(x)Tφ(y)

其中，随机特征映射为 φ : Rd → RD.
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算法研究：基于随机特征的大规模算法 II

定理 (KRR–RF最优泛化误差收敛率保证)
当随机特征数M 满足

M ≥ O
(
n

(2r−1)γ+1
2r+γ

)
,

KRR–RF能够达到最优泛化误差收敛率 O
(
n
−2r
2r+γ

)
.

容量假设 正则化假设 采样数 s 空间复杂度 时间复杂度 泛化误差
γ = 1 r = 0.5 O(n0.5) O(n1.5) O(n2) O

(
1
n0.5

)
γ = 0.5 r = 0.75 O(n0.625) O(n1.625) O(n2.25) O

(
1

n0.75

)
γ = 0 r = 1 O(n0.5) O(n1.5) O(n2) O

(
1
n

)
标准 KRR的空间复杂度为 O(n2)、时间复杂度为 O(n3).
KRR–RF很好地应对大规模核岭回归问题,但计算效率稍差于 KRR – Nyström.
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三种近似核岭回归方法对比

表 1:最差假设（γ = 1, r = 0.5)下，各方法空间、时间复杂度对比

KRR KRR-DC KRR-Nyström KRR-RF
空间复杂度 O(n2) O(n2) O(n1.5) O(n1.5)

时间复杂度 O(n3) O(n3) O(n2) O(n2)

表 2:一般假设（γ = 0.5, r = 0.75)下，各方法空间、时间复杂度对比

KRR KRR-DC KRR-Nyström KRR-RF
空间复杂度 O(n2) O(n1.5) O(n1.5) O(n1.625)

时间复杂度 O(n3) O(n2.25) O(n2) O(n2.25)

表 3:最优假设（γ = 0, r = 1)下，各方法空间、时间复杂度对比

KRR KRR-DC KRR-Nyström KRR-RF
空间复杂度 O(n2) O(n1) O(n1.5) O(n1.5)

时间复杂度 O(n3) O(n1.5) O(n2) O(n2)
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算法研究：对偶梯度下降算法

使用对对对偶偶偶梯梯梯度度度下下下降降降算法在 原问题 上求解核方法 [Li et al. 2018, NeurIPS].将优
化目标分为两部分,引入原变量W、对偶变量θ 进行求解

min
W ,µ

1

n

n∑
i=1

`(W , φµ(xi), yi)︸ ︷︷ ︸
C(W )

+
α

2
‖W ‖22,p + β

M∑
m=1

µmrm︸ ︷︷ ︸
Ω(W )

,

使用C(W )更新对偶变量θ.
根据Ω(W )的费舍尔对偶(Fenchel dual)更新原变量W .

使用对偶梯度方法较为高效地求解了该多核多分类问题

在原问题上求解，避免了对偶问题上使用半正定规划的低效求解方法.
使用梯度方法更新变量的范数，避免了高维特征空间的运算。
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算法研究：近端梯度下降算法

使用近近近端端端梯梯梯度度度下下下降降降(SVT)算法在求解 不可微 的最小化迹范数问题 [Li et al.
2019d, IJCAI], [Li et al. 2019b, arXiv:1909.04883].

arg min
f∈H

1

n

n∑
i=1

`(f(xi), yi) + τA‖W‖2F + τI trace(WTxLxTW)︸ ︷︷ ︸
g(W)

+ τS
∑
j>θ

λj(W).

对可微部分使用梯度下降算法更新W,并求解更新后W的SVD分解.

UΣVT = Wt − 1

µ
∇g(Wt,xit)

对首部奇异值矩阵进行更新后,求解新的W.

Wt+1 = UΣθ
τS
µ

VT

(Σθ
τS
µ

)jj =

max(0,Σjj −
τS
µ

), i ≤ θ,

Σjj , i > θ.
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算法研究：预处理共轭梯度(PCG)

使用预预预处处处理理理共共共轭轭轭梯梯梯度度度 (PCG)方法加速闭式解求解 [Li et al. 2019c, IJCAI]

f̂sλ(x) =

s∑
i=1

αiκ(xi,x), with

α = (KT
msKms + λAKss + λIK

T
nsLKns︸ ︷︷ ︸

H

)†KT
msy︸ ︷︷ ︸
z

,

梯度方法求解闭式解 Hα = z的迭代次数由条件数(Conditon number)
κ(H) = λmax(H)

λmin(H)所决定,条件数越小(well-conditioned),迭代次数越少.

构造合适的预处理器减小条件数,从而降低迭代次数. 即构造 P尽量近似
H,同时要易于求解.

P−1Hα = P−1z.

将迭代次数从 O(
√
s log s) 降低到 O(log s)
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验证准则：最大化谱度量 I

实验设置
对比方法

表 4:最大化谱度量相关对比方法 [Li et al. 2017, IJCAI]

核方法模型选择准则 时间复杂度 理论

Cross-Validation 至少 O(n3) 有

KTA, CKTA, FSM O(n2) 无

ER O(n3) 有

SM (最大化谱度量) O(n2) 有

实验数据集均取自 UCI和 LIBSVM中的二分类数据集。
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验证准则：最大化谱度量 II

表 5:最大化谱度量相关方法的平均测试误分类率 (%) [Li et al. 2017, IJCAI]

SM CV ELOO CKTA FSM ER
a1a 16.84±1.39 17.02±1.57 16.88±1.41 18.86±1.49 24.72±1.67 16.97±1.52
a2a 17.78±1.28 17.96±1.25 17.94±1.27 18.52±1.26 25.62±1.47 18.99±1.37
anneal 2.69±3.28 3.81±4.11 2.69±3.28 4.75±4.78 5.13±4.18 5.50±4.95
australian 13.71±2.10 13.84±2.18 13.82±2.04 13.91±1.89 44.71±2.47 13.53±2.06
autos 11.81±11.67 11.81±11.67 12.75±11.06 13.71±12.03 12.71±8.06 12.14±11.51
breast-w 3.27±1.01 3.56±1.16 3.59±1.08 3.51±1.05 3.50±1.05 4.26±1.40
breast-cancer 3.18±1.15 3.63±1.16 3.50±1.23 3.63±1.16 3.60±1.14 4.04±1.12
bupa 30.29±3.48 29.10±4.04 30.31±4.27 35.81±3.45 39.77±3.68 29.13±4.46
colic 15.62±3.00 16.47±2.78 15.73±2.97 19.27±2.58 36.42±3.28 17.35±3.09
diabetes 24.22±2.41 24.69±2.71 23.51±2.75 24.85±2.46 35.30±3.00 23.90±2.48
glass 22.09±5.07 21.82±5.68 20.95±4.82 26.41±7.13 43.00±9.22 22.50±5.08
german.numer 24.09±2.15 25.28±2.38 23.81±2.26 26.02±2.16 29.89±2.41 25.33±2.14
heart 16.53±3.27 16.69±3.36 15.95±3.29 18.67±3.78 44.37±5.50 15.98±3.47
hepatitis 15.57±4.68 17.09±5.74 16.63±4.64 15.74±5.00 21.22±5.41 18.91±6.20
ionosphere 4.88±2.10 5.28±2.11 6.42±2.17 11.70±3.43 35.77±4.00 4.86±1.99
labor 13.65±8.10 14.47±8.08 14.82±8.34 15.41±8.80 34.59±8.70 18.82±8.81
pima 23.80±2.14 22.78±2.36 22.51±2.41 24.38±2.28 34.47±2.42 22.78±2.07
segment 0.01±0.00 0.06±0.24 0.20±0.04 0.32±0.03 0.21±0.01 0.24±0.04
liver-disorders 31.94±3.21 29.00±4.11 30.02±4.76 36.27±3.93 40.90±4.10 29.69±4.97
sonar 15.06±4.80 14.26±4.93 13.68±4.43 15.00±5.51 49.32±6.93 18.84±5.75
vehicle 3.02±1.79 3.33±1.77 3.02±1.79 3.77±1.51 53.32±3.38 5.52±2.44
vote 4.31±1.71 4.78±1.74 4.82±1.73 5.25±1.72 6.37±3.96 7.80±2.33
wpbc 23.10±4.58 22.83±4.32 21.93±4.45 21.87±4.13 22.13±4.19 21.87±4.13
tic-tac-toe 10.10±1.93 10.28±1.66 9.78±1.66 33.62±5.31 34.44±2.04 14.62±2.05
wdbc 2.29±1.15 2.43±1.07 2.73±1.11 2.82±1.20 37.49±3.83 4.75±1.66
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验证准则：最大化谱度量 III

表 6:最大化谱度量相关算法训练时间对比（秒） [Li et al. 2017, IJCAI]

SM CV ELOO CKTA FSM ER
a1a 63.77 704.50 217.03 87.51 79.71 422.71
a2a 124.53 1995.76 810.87 172.28 156.68 1558.70
anneal 0.28 4.60 0.84 0.43 0.55 1.36
australian 8.30 111.31 30.33 11.34 9.51 52.53
autos 0.10 2.18 0.23 0.17 0.29 0.37
breast-cancer 8.05 104.55 27.13 11.10 9.36 47.68
breast-w 8.59 105.39 29.77 11.80 10.11 49.86
colic 1.55 25.72 6.52 2.15 2.17 11.60
glass 0.33 5.74 1.15 0.53 0.66 2.00
heart 1.02 14.71 3.66 1.12 1.20 6.33
hepatitis 0.38 6.55 1.42 0.58 0.70 2.44
ionosphere 1.59 24.60 6.08 2.03 2.06 10.60
labor 0.16 2.88 0.42 0.28 0.42 0.67
pima 10.99 137.19 36.60 15.11 12.74 62.45
segment 7.50 91.73 23.83 10.49 8.93 42.63
diabetes 10.70 134.71 36.26 14.90 12.51 62.46
german.numer 21.80 249.98 72.63 29.59 26.27 127.51
liver-disorders 1.37 21.04 5.46 1.91 1.94 9.27
sonar 0.62 10.53 2.34 0.87 0.98 4.06
vehicle 2.03 35.64 9.35 2.86 2.85 15.95
vote 2.03 34.43 9.33 2.79 2.81 15.92
wpbc 0.52 9.06 2.07 0.76 0.92 3.33
bupa 1.36 21.09 5.34 1.85 1.88 9.19
tic-tac-toe 18.93 224.13 63.10 26.13 23.04 107.12
wdbc 5.75 61.32 19.18 7.86 6.80 33.65
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验证准则：最小化核矩阵尾部特征值之和 I

实验设置
对比方法 [Li et al. 2018, NeurIPS]

一对一 (One vs. One) Knerr et al. [1990]
一对多 (One vs. Rest) Bottou et al. [1994]
`1-范数线性SVM (LMC) Crammer and Singer [2002]
广义极小范数问题求解器 (GMNP) Franc [2005]
`1-范数多核多分类 (`1 MC-MKL) Zien and Ong [2007]
`2-范数多核多分类 (`2 MC-MKL) Zien and Ong [2007]
混合范数多核学习器 (UFO-MKL) Orabona and Luo [2011].

实验数据集均取自 UCI和 LIBSVM中的多分类数据集。
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验证准则：最小化核矩阵尾部特征值之和 II

表 7:最小化核矩阵尾部特征值之和相关算法分类准确率 (%) [Li et al. 2018, NeurIPS]

Conv-MKL SMSD-MKL LMC One vs. One One vs. Rest GMNP `1 MC-MKL `2 MC-MKL UFO-MKL

plant 77.14±2.25 78.01±2.17 70.12±2.96 75.83±2.69 75.17±2.68 75.42±3.64 77.60±2.63 75.49±2.48 76.77±2.42

psortPos 74.41±3.35 76.23±3.39 63.85±3.94 73.33±4.21 71.70±4.89 73.55±4.22 71.87±4.87 70.70±4.89 74.56±4.04

psortNeg 74.07±2.16 74.66±1.90 57.85±2.49 73.74±2.87 71.94±2.50 74.27±2.51 72.83±2.20 72.42±2.65 73.80±2.26

nonpl 79.15±1.51 78.69±1.58 75.16±1.48 77.78±1.52 77.49±1.53 78.35±1.46 77.89±1.79 77.95±1.64 78.07±1.56

sector 92.83±2.62 93.39±0.70 93.16±0.66 90.61±0.69 91.34±0.61 \ \ 92.15±2.57 92.60±0.47

segment 96.79±0.91 97.62±0.83 95.07±1.11 97.08±0.61 97.02±0.80 96.87±0.80 96.98±0.64 97.58±0.68 97.20±0.82

vehicle 79.35±2.27 77.28±2.78 75.61±3.56 78.72±1.92 79.11±1.94 81.57±2.24 74.96±2.93 76.27±3.15 76.92±2.83

vowel 98.82±1.19 98.83±5.57 62.32±4.97 98.12±1.76 98.22±1.83 97.04±1.85 98.27±1.22 97.86±1.75 98.22±1.62

wine 99.63±0.96 99.63±0.96 97.87±2.80 97.24±3.05 98.14±3.04 97.69±2.43 98.61±1.75 98.52±1.89 99.44±1.13

dna 96.08±0.83 96.30±0.79 92.02±1.50 95.89±0.56 95.61±0.73 94.60±0.94 96.27±0.68 95.06±0.92 95.84±0.61

glass 75.19±5.05 73.72±5.80 63.95±6.04 71.98±5.75 70.00±5.75 71.24±8.14 69.07±8.08 74.03±6.41 72.46±6.12

iris 96.67±2.94 97.00±2.63 88.00±7.82 95.93±3.25 95.87±3.20 95.40±7.34 95.40±6.46 94.00±7.82 95.93±2.88

svmguide2 82.69±5.65 85.17±3.83 81.10±4.15 84.79±3.45 84.27±3.03 81.77±3.45 83.16±3.63 83.84±4.21 82.91±3.09

satimage 91.64±0.88 91.78±0.82 84.95±1.15 90.67±0.91 89.29±0.96 89.97±0.81 91.86±0.62 90.43±1.27 91.92±0.83
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验证准则：反向传播更新核超参数 I

实验设置
对比方法

表 8:自动谱核学习 (ASKL)相关对比方法 [Li et al. 2020a, AAAI]

对比方法 谱核类型 核超参数 正则化项

SK [Rahimi and Recht 2007] 平稳谱核 指定 ‖W ‖2F
NSK [Samo and Roberts 2015] 非平稳谱核 指定 ‖W ‖2F
SKL [Huang et al. 2014] 平稳谱核 自动学习 ‖W ‖2F
NSKL 非平稳谱核 自动学习 ‖W ‖2F
ASKL 非平稳谱核 自动学习 ‖W ‖∗, ‖φ(X)‖2F

实验数据集均取自 UCI和 LIBSVM中的多分类、多标签数据集。
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验证准则：反向传播更新核超参数 II

表 9:自动谱核学习 (ASKL)相关对比算法的平均测试结果 [Li et al. 2020a, AAAI]

SK NSK SKL NSKL ASKL

Accuracy(↑)

segment 89.93±2.12 90.15±2.08 94.58±1.86 94.37±0.81 95.02±1.54
satimage 74.54±1.35 75.15±1.38 83.61±1.08 83.74±1.34 85.32±1.45
USPS 93.19±2.84 93.81±2.13 95.13±0.91 95.27±1.65 97.76±1.14
pendigits 96.93±1.53 97.39±1.41 98.19±2.30 98.28±1.68 99.06±1.26
letter 76.50±1.21 78.21±1.56 93.60±1.14 94.66±2.21 95.70±1.74
porker 49.80±2.11 51.85±0.97 54.27±2.72 54.69±1.68 54.85±1.28
shuttle 98.17±2.81 98.21±1.46 98.87±1.42 98.74±1.07 98.98±0.94
MNIST 96.03±2.21 96.45±2.16 96.67±1.61 98.03±1.16 98.26±1.78

RMSE(↓)

abalone 10.09±0.42 9.71±0.28 8.35±0.28 7.85±0.42 7.88±0.16
space ga 11.86±0.26 11.58±0.42 11.40±0.18 11.39±0.46 11.34±0.27
cpusmall 2.77±0.71 2.84±0.38 2.56±0.72 2.57±0.63 2.42±0.48
cadata 50.31±0.92 51.47±0.32 47.67±0.33 47.71±0.30 46.34±0.23
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验证准则：反向传播更新核超参数 III

图 1:自动谱核学习 (ASKL)相关对比算法的准确率、目标函数的收敛情况 [Li et al.
2020a, AAAI]
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恳请各位老师批评指正！
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