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摘 要

摘摘摘 要要要

核方法模型选择是核方法理论研究与实际应用的关键，直接决定了核方法

的泛化性能。但传统的核方法模型选择方法不适用于当前大规模半监督的数据，

存在如下问题：候选核函数集合由人工经验确定，缺乏坚实的泛化理论保证；

大多割裂了核方法模型选择、模型训练的过程，求解过程繁琐复杂，缺乏简洁、

易求解的模型选择准则；传统核方法模型选择方法内存需求高、计算效率低下，

缺乏适用于大规模半监督数据的高效求解算法。

针对核方法模型选择方法处理大规模、半监督数据时存在的不足，本文从

理论、准则、算法三个层面展开系统性研究：首先基于谱度量、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复

杂度、积分算子理论，建立大规模半监督核方法的近似泛化理论；通过最小化

理论部分中的泛化误差上界，制定简洁、易求解的核方法模型选择准则；结合

常用的大规模加速手段，设计适用于大规模半监督核方法模型选择方法的高效

求解算法。本文主要工作和创新点总结如下：

• 大规模半监督的核方法模型选择理论研究。 通过核矩阵谱分析，为二分

类核方法建立基于谱度量的泛化误差界；构造有监督 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、半监

督 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的关联，为半监督的多输出学习建立基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度的泛化误差界；基于积分算子理论，使用假设空间容量假设、正则化假

设，为结合大规模算法的核岭回归 丨之乒乒丩建立最优泛化误差收敛界。

• 大规模半监督的核方法模型选择准则研究。 通过最小化基于谱度量的

二分类泛化误差界，将最大化谱度量作为模型选择准则；通过最小化基于局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的多输出泛化误差界，将最小化核矩阵尾部特征值之和作为

模型选择准则；通过深度分析基于 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的多输出泛化误差界，将

反向传播更新核超参数作为模型选择准则。

• 大规模半监督的核方法模型选择算法研究。本文结合分布式、低秩近似、

随机优化等大规模加速手段，设计高效求解算法。使用分布式、随机特征相结

合的方法高效求解大规模核岭回归问题；结合 乎乹乳乴乲件乭 采样、预处理共轭梯度

下降，设计适用于大规模半监督核岭回归的高效求解算法；使用对偶梯度下降、

近端梯度下降等一阶梯度随机优化手段对大规模核方法进行迭代式求解。
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总之，针对核方法模型选择面临大规模半监督的瓶颈，本文从泛化理论、

模型选择准则、高效算法设计等三个层面递进式展开研究工作。泛化理论结果

表明，本文提出的多个近似泛化误差理论均取得了良好的泛化误差收敛率，为

核方法模型选择提供了坚实的理论支撑；复杂度分析表明，本文针对核方法模

型选择提出的多个求解算法内存需求低、计算高效，提高了核方法模型选择的

可用性；实验结果表明，本文提出的多个核方法模型选择方法相比于传统方法，

在预测精度或计算效率有显著的提升。本文针对大规模半监督的核方法模型选

择展开研究，推动了核方法模型选择泛化理论的发展，提高了核方法在实际应

用场景中的可用性，具有重要的理论意义和实用价值。

关键词：核方法模型选择，半监督核方法，大规模核方法，泛化理论
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第丱章 引言

第第第1章章章 引引引言言言

丱丮丱 研究背景

在统计机器学习领域，机器学习旨在基于给定的有限数据样本，通过学习

构造出逼近潜在的真实分布（函数依赖关系或内在规律）的学习模型，使得模

型具有很强的泛化性能（在未知数据上的预测能力） 乛丱丬串九。确定学习模型的过

程包括两个步骤：丨丱丩 确定假设空间，丨串丩 在假设空间中寻找泛化性能最好的模

型 乛丳九。由于训练数据是样本空间的有限采样，存在多个假设与数据集一致的情

况，因此学习问题是不适定的 乛丱九。机器学习算法在确定学习的过程中对某类假

设存在偏好，以唯一确定假设空间，称为“归纳偏置”（乩乮乤乵乣乴乩乶乥 乢乩乡乳） 乛丱九。机

器学习模型选择就是确定假设空间的过程，而假设空间中假设与问题本身的匹

配程度直接决定了学习算法的性能，因而模型选择是机器学习的本质问题。

核方法 丨乫乥乲乮乥乬 乭乥乴乨乯乤乳丩 是统计机器学习中的重要方法，具有坚实泛化理

论基础、完备的算法框架，广泛应用于数据挖掘、模式识别、自然语言处理、

计算机视觉等各领域 乛临丕丶九。核方法研究与应用兴起于 串丰 世纪末 乃乯乲乴乥乳 和 乖乡买中

乮乩乫 提出的支持向量机 丨乳乵买买乯乲乴 乶乥乣乴乯乲 乭乡乣乨乩乮乥丬 乓乖乍丩 乛丷九 及其泛化理论工具：

乖乃 维 丨乖乡买乮乩乫中乃乨乥乲乶乯乮乥乮乫乩乳 乤乩乭乥乮乳乩乯乮丩 乛丸九。至今核方法仍是是统计机器学习领

域研究与应用的热点，如支持向量机、高斯过程 丨乇乡乵乳乳乩乡乮 买乲乯乣乥乳乳丩 乛丹九、核岭

回归 丨乫乥乲乮乥乬 乲乩乤乧乥 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮丬 之乒乒丩 乛丱丰九、核主成分分析 丨乫乥乲乮乥乬 买乲乩乮乣乩买乡乬 乣乯乭买乯中

乮乥乮乴乳 乡乮乡乬乹乳乩乳丬 之乐乃乁丩 乛丱丱九、谱聚类 丨乳买乥乣乴乲乡乬 乣乬乵乳乴乥乲乩乮乧丩 乛丱串九等。核方法通过核函数

κ(x, x ′) = 〈φ(x), φ(x ′)〉H诱导的隐式特征映射 φ，将输入样本 x 从输入空间 X 映

射到再生核希尔伯特空间H 丨乲乥买乲乯乤乵乣乩乮乧 乫乥乲乮乥乬 么乩乬乢乥乲乴 乳买乡乣乥丬 乒之么乓丩中，获得了

强大的特征表示能力；然后在 H训练线性学习器，使得线性学习器可以处理非

线性问题。核方法对应的假设空间 Hκ 定义为

Hκ =
{

f | f (x) = 〈W, φ(x)〉H, ∀ x ∈ X
}
,

其中隐式特征映射 φ 由核函数 κ 唯一确定，因此假设空间与核函数是一一对应

的。而核方法模型选择是选择核函数的过程，唯一确定了核方法对应的假设空

间 Hκ，因此核方法模型选择直接决定了核方法的学习性能，是核方法理论研究

与应用的关键，具有重要的理论意义和实用价值。
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丱丮串 研究现状与挑战

已有核方法模型选择方法主要包括如下三种：

丨丱丩 交叉验证。 交叉验证方法基于给定的核函数候选集合，每次使用其中

的核函数并将样本重复划分为训练集、验证集，使用该核函数重复训练、获得

平均验证误差，选取使得验证误差最小的核函数。交叉验证方法在模型选择中

得到广泛使用，并发展出多种改进方法，包括：k中折交叉验证 乛丱丳九、留出法 乛丱临九、

自助法 乛丱丵九等。

丨串丩 近似交叉验证。 交叉验证需要在不同划分训练多次，而近似交叉验证

只需训练学习器一次，极大的提高了交叉验证进行模型选择的效率。已有多种

近似交叉验证方法被提出，包括广义近似交叉验证方法 丨乇乁乃乖丩 乛丱丶九、基于张成

界 丨乳买乡乮 乢乯乵乮乤丩 的近似留一法 丨乌乏乏丩 乛丱丷九、k中折交叉验证误差的近似估计 乛丱丸九、影

响函数近似留一法 乛丱丹丬串丰九等。

丨丳丩 核对齐方法。 基于 丢相似的输入样本对应标签应该也是相似的丢 思想，

乃乲乩乳乴乩乡乮乩乮乩 等提出了最大化核矩阵与标签对齐值的核函数选择方法 丨乫乥乲乮乥乬 乴乡乲中

乧乥乴 乡乬乩乧乮乭乥乮乴丬 之乔乁丩 乛串丱九。在此基础上，多种改进方法被提出包括：中心化核对

齐 丨乣乥乮乴乥乲乥乤 之乔乁丩准则 乛串串九、基于特征空间的核矩阵评估度量 丨书乥乡乴乵乲乥 乳买乡乣乥中乢乡乳乥乤

乫乥乲乮乥乬 乭乡乴乲乩乸 乥乶乡乬乵乡乴乩乯乮丬 乆乓乍丩 乛串丳九、核极化 丨乫乥乲乮乥乬 买乯乬乡乲乩乺乡乴乩乯乮丩 乛串临九等。

尽管核方法模型选择研究有一定进展，但仍存在很多关键问题亟待解决。

概括起来包括以下几点：

丨丱丩 存在大规模、半监督的研究与应用瓶颈

由于实际应用中无标签数据易于获取，而且数据标注成本较高，训练数据

呈现大量有标签、少量无标签的特点。而现有核方法模型选择在监督学习上的

理论研究、实际应用，难以扩展到大规模、半监督数据上。

通常核方法的空间复杂度为 O(n2)、时间复杂度为 O(n3)，存在大规模瓶

颈。而核方法模型选择中需要为每个候选核函数训练模型，令候选核函数集合

为 K，则至少重复 |K| 次模型训练。交叉验证需要重复 k 次重复划分求平均验

证误差，因此时间复杂度为 O(k |K|n3)；近似交叉验证只需一次划分，因此时

间复杂度为 O(|K|n3)；而核对齐方法需要计算矩阵中向量乘法，其时间复杂度为

O(|K|n2)。同时候选核函数集合 K 较大，因此现有的核方法模型选择方法计算

效率低下，无法为大规模半监督核方法选择核函数。
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尽管已有大量半监督核方法的研究，比如直推支持向量机 丨乴乲乡乮乳乤乵乣乴乩乶乥 乳乵买中

买乯乲乴 乶乥乣乴乯乲 乭乡乣乨乩乮乥丬 乔乓乖乍丩 乛串丵九、基于流形假设的半监督学习 乛串丶九、共训练 丨乣乯中

乴乲乡乩乮乩乮乧丩 乛串丷九 等方法，但半监督核方法使用传统核方法模型选择方法选取核函数，

只考虑了有标签数据而忽略了无标签数据中包含的有用信息。

丨串丩 缺乏坚实的泛化理论保证

现有核方法模型选择方法需要预先指定候选核函数集合，再从中枚举选出

最优核函数。候选核函数集合通常由人工经验给定，无法直接应用现有的核方

法泛化理论，因此缺乏坚实的泛化理论保障，模型选择带有盲目性。

丨丳丩 缺乏简洁、易求解的模型选择准则

传统核方法割裂了核方法模型选择、模型训练的过程，导致了制定的核方

法模型选择准则存在计算流程繁琐、求解复杂的问题。

丨临丩 缺乏高效的大规模求解算法

针对核方法面临的大规模瓶颈，已有分布式 乛串丸丬串丹九、低秩近似 乛丳丰丬丳丱九、随机优

化 乛丳串丕丳临九 等多种方法应用到核方法中。但现有核方法模型选择方法没有与上述大

规模手段进行结合。而核方法模型选择的空间复杂度、时间复杂度都很高，亟

需适用于大规模问题的求解算法。

丱丮丳 本文工作

针对大规模半监督的核方法模型选择存在的问题，本文对大规模半监督的

核方法模型选择的理论、准则、算法三个方面递进式展开研究。首先，基于谱

度量、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、积分算子等工具，推导出大规模半监督核方法的泛

化误差界；其次，通过最小化理论部分的泛化误差界，设计简洁、易求解的核

方法模型选择准则；最后，结合分布式、低秩近似、随机优化，设计高效的大

规模核方法求解算法。研究内容总体框架如图 丱丮丱所示。具体内容如下

丱丮 核方法近似泛化理论

基于核矩阵谱分析得到谱度量，建立谱度量与泛化误差上界的关联，最后

推导出适用于二分类支持向量机丨乳乵买买乯乲乴 乶乥乣乴乯乲 乭乡乣乨乩乮乥丬 乓乖乍丩、最小二乘支持向

量机 丨乬乥乡乳乴 乳乱乵乡乲乥 乳乵买买乯乲乴 乶乥乣乴乯乲 乭乡乣乨乩乮乥丬 乌乓乓乖乍丩的泛化误差界。

建立定义在损失空间上 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度与假设空间上 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂

度的关联，从而给出半监督核方法的通用泛化误差界；估计半监督核方法的局
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图 1.1研究内容框架

部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，给出半监督核方法的泛化误差界；估计半监督线性方法

的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，给出半监督线性方法的泛化误差界；与现有的多分

类、多标签的核方法和线性方法的泛化误差界进行对比。

基于积分算子理论，使用容量假设、正则化假设，推导出结合分治算法、

随机特征的核岭回归的最优泛化误差界；基于积分算子理论，为结合 乎乹乳乴乲件乭

采样、预处理共轭梯度下降算法 丨买乲乥乣乯乮乤乩乴乩乯乮乥乤 乣乯乮乪乵乧乡乴乥 乧乲乡乤乩乥乮乴 乤乥乳乣乥乮乴丬 乐乃乇丩

的半监督核岭回归方法 丨乌乡买乒乌乓丩方法提供泛化理论保证。

串丮 模型选择准则

通过最小化基于谱度量的泛化误差界，将最大化谱度量作为核方法模型选

择准则。与其他矩阵分析方法进行关联，与现有核方法模型选择准则对比。

通过最小化基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的泛化误差界，将最小化核矩阵尾

部特征值之和（用于界定局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度）作为核方法模型选择准则。

设计端到端的多核学习方法，同时更新核函数（多核组合系数）、核模型参数。

通过最小化基于 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的泛化误差界，将反向传播更新核超参

数作为核方法模型选择准则。使用随机傅里叶特征近似非平稳谱核，构造谱核

学习网络，使用反向传播同时更新核函数（谱密度）、核模型参数。
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丳丮 高效求解算法

设计结合分布式、随机特征近似核函数相结合的方法，加速核岭回归 丨之乒乒丩

的求解，分析其在不同假设下对应的分块数、随机特征数、泛化误差收敛率、空

间复杂度、时间复杂度。与传统核岭回归方法进行对比，分析分布式、随机特

征两种加速手段相结合带来的计算效率提升、泛化性能损失。

设计结合 乎乹乳乴乲件乭 采样近似核矩阵、预处理共轭梯度下降算法 丨乐乃乇丩 相结

合的方法，加速半监督核岭回归 丨乌乡买乒乌乓丩的求解。从泛化理论的角度分析该方

法所需的 乎乹乳乴乲件乭采样点个数、乐乃乇迭代次数，并使用矩阵分块乘法减少内存

需求、使用避免矩阵丕矩阵相乘的手段提升计算效率。

基于对偶梯度下降方法，设计高效算法求解多核 乓乖乍。基于近端梯度下降

算法，设计求解不可微半监督核方法的高效算法。

丱丮临 章节安排

本文分为七章，具体安排如下：

第一章，引言。介绍大规模核方法的模型选择研究背景与存在问题，在此

背景下阐述本文主要内容、创新之处。

第二章，相关工作综述。首先介绍核方法相关概念，再依次介绍核方法泛

化理论、核方法模型选择、半监督核方法、大规模核方法等领域的相关工作。

第三章，大规模半监督的核方法模型选择理论研究。分别基于谱度量、局

部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、积分算子等工具，界定核方法泛化误差上界。

第四章，大规模半监督的核方法模型选择准则研究。通过最小化泛化误差

上界，制定最大化谱度量、最小化核矩阵尾部特征值之和、反向传播更新核超

参数等三个核方法模型选择准则。

第五章，大规模半监督的核方法模型选择算法研究。基于分布式、低秩近

似、随机优化等手段，设计求解大规模核方法的高效算法。

第六章，实验分析。通过实验分析，验证大规模半监督核方法模型选择准

则、算法的准确性和有效性。

第七章，总结与展望。总结全文工作并展望未来研究工作。
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第串章 相关工作综述

第第第2章章章 相相相关关关工工工作作作综综综述述述

串丮丱 核方法

核方法 丨乫乥乲乮乥乬 乭乥乴乨乯乤乳丩是一类重要的机器学习方法，具有坚实的理论基础、

完备的非线性学习框架，在数据挖掘和模式识别等领域得到广泛应用 乛临丕丶九。核方

法研究与应用的基础是再生核理论，而再生核理论早在上世纪丵丰年代就已被提

出、并得到广泛研究 乛丳丵九。再生核理论中 乍乯乯乲乥中乁乲乯乮乳乺乡乪乮定理 乛丳丵九 指出正定的核

函数 κ对应的再生核希尔伯特空间 丨乲乥买乲乯乤乵乣乩乮乧 乫乥乲乮乥乬 么乩乬乢乥乲乴 乳买乡乣乥丬 乒之么乓丩 H存

在且唯一的。核方法通过特征映射 φ : X → H 将输入样本从输入空间 X 映射

到H中，然而由于 乒之么乓 丨高维甚至无穷维的空间丩中计算内积等操作过于复杂，

最开始核方法没有得到广泛应用。

直到 串丰世纪末，乃乯乲乴乥乳和乖乡买乮乩乫在 乓乖乍 乛丷九中使用核技巧 丨乫乥乲乮乥乬 乴乲乩乣乫丩通过

映射的内积形式将输入样本隐式地映射到乒之么乓中，无需显式地给出特征映射 φ

的具体形式、避免了 乒之么乓中的运算。其中，乍乥乲乣乥乲定理 乛丳丶九指出：只要核函数

κ : X ×X → R是对称的正定函数，一定存在核函数 κ(x, x ′) = 〈φ(x), φ(x ′)〉H诱导

的隐式特征映射 φ、对应的再生核希尔伯特空间H。通过使用核技巧，只需构造

对称的正定核函数 κ，即可避免使用显式特征映射、高维空间的内积运算，并能

够使用线性算法解决非线性问题，极大地提高了核方法的普适性。由此，核方

法成为统计机器学习研究与应用的热点，掀起了将已有线性方法核化的研究热

潮，如高斯过程 丨乇乡乵乳乳乩乡乮 买乲乯乣乥乳乳丩 乛丹九、核岭回归 丨乫乥乲乮乥乬 乲乩乤乧乥 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮丬 之乒乒丩 乛丱丰九、

核主成分分析 丨乫乥乲乮乥乬 买乲乩乮乣乩买乡乬 乣乯乭买乯乮乥乮乴乳 乡乮乡乬乹乳乩乳丬 之乐乃乁丩、 乛丱丱九、核判别分析

丨乫乥乲乮乥乬 乆乩乳乨乥乲 乤乩乳乣乲乩乭乩乮乡乮乴 乡乮乡乬乹乳乩乳丬 之乆乄乁丩 乛丳丷九、谱聚类 丨乳买乥乣乴乲乡乬 乣乬乵乳乴乥乲乩乮乧丩 乛丱串九等，

显著增强了以线性投影为基础的算法处理非线性问题的能力。核方法在大量应

用领域已取得了引人注目的成就，如文本分类、语音识别、基因表达等。

下面介绍核方法中使用到的核函数、积分算子、假设空间、泛化误差等关

键概念。令 X 为输入空间、 Y 为输出空间、X × Y 为样本空间。以监督学习中

的二分类问题为例，其对应输出空间为 Y = {+1,−1}。样本集合 D = {(xi, yi)}
n
i=1

独立同分布 丨乩乤乥乮乴乩乣乡乬乬乹 乩乮乤乥买乥乮乤乥乮乴乬乹 乤乩乳乴乲乩乢乵乴乥乤丬 乩丮乩丮乤丮丩 地采样于样本空间 X × Y

上一个固定但未知的概率分布 ρX×Y。核函数 κ : X × X → R为映射的内积形式，
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对称的正定核函数

κ(x, x ′) = 〈φ(x), φ(x ′)〉H,

隐式地诱导了特征映射 φ : X → H。训练数据集上的 n × n 的核矩阵 K =[ 1
n
κ(x, x ′)

]n
i, j=1为半正定核矩阵

乛临丬丳丵九。将积分算子定义为

(Lκg)(x) =
∫
X
κ(x, z)g(z)dρX(z),

其中 ρX 是在输入数据 X 上的边际分布。核矩阵K是积分算子 Lκ 在样本集合 D

上的经验形式 乛丳丸丬丳丹九。乍乥乲乣乥乲定理 乛丳丵丬临丰九说明核函数 κ可以由它对应积分算子的特

征值 λj、特征向量 ϕj 线性表征

κ(x, x ′) =
∞∑
j=1

λjϕj(x)ϕj(x
′).

核方法通过由核矩阵 κ 诱导的隐式特征映射将输入映射到 乒之乓么 H中，再

在H使用线性学习器进行学习。假设空间定义为

Hκ =
{

f | x → f (x) = 〈W, φ(x)〉H : ‖W ‖p ≤ 1
}
,

其中，W ∈ H × Y 为待学习的模型参数。机器学习模型学习目标为获得更好的

泛化性能（即在未知数据上的预测性能），模型泛化性能通常由泛化误差 丨乧乥乮乥乲中

乡乬乩乺乡乴乩乯乮 乥乲乲乯乲丩进行衡量

E( f ) =
∫
X×Y

`( f (x), y) d ρX×Y (x, y),

其中，` : Y × Y → R为损失函数，衡量了预测输出与实际输出的差异。因此理

想的机器学习方法是，以最小化泛化误差作为优化目标进行求解模型。但由于

概率分布 ρX×Y 未知，无法对模型的泛化误差 E( f ) 进行评估。只能使用样本集

D上经验误差 丨乥乭买乩乲乩乣乡乬 乥乲乲乯乲丩进行估计，并使用经验误差最小化 丨乥乭买乩乲乩乣乡乬 乲乩乳乫

乭乩乮乩乭乩乺乡乴乩乯乮丬 久乒乍丩作为训练目标

arg min
f ∈Hκ

Ê( f ) = 1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi).

为避免过拟合，实际模型求解中通常加入正则化项，从而权衡模型方差

丨乶乡乲乩乡乮乣乥丩、模型偏差 丨乢乩乡乳丩 乛临丱九。常见正则化核学习算法包括支持向量机 丨乳乵买买乯乲乴
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乶乥乣乴乯乲 乭乡乣乨乩乮乥，乓乖乍丩 乛丱九、核岭回归 丨乫乥乲乮乥乬 乲乩乤乧乥 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮，之乒乒丩 乛临串九和最小二

乘支持向量机 丨乬乥乡乳乴 乳乱乵乡乲乥 乳乵买买乯乲乴 乶乥乣乴乯乲 乭乡乣乨乩乮乥，乌乓乓乖乍丩 乛临丳九等。核方法通过

核函数 κ 诱导的特征映射 φ 将输入空间 X 中数据映射到高维（甚至无穷维）

的 乒之么乓 H，然后在 H 中学习线性学习器，使相对简单的线性方法具有了非

常强的表达能力 乛临临九。由于核方法的良好的泛化性能，已经在很多领域得到广泛

应用。为方便核方法的研究与应用，研究者们开发了多个核方法工具包，包括

乌义乂乓乖乍 乛临丵九、乌义乂乌义乎久乁乒 乛临丶九、乓乖乍 乌乩乧乨乴 1、乓乨乯乧乵乮 乔乯乯乬乢乯乸 2等。

串丮串 核方法泛化理论

机器学习模型的泛化理论分析用于获取假设空间中泛化误差 E( f )最小的模

型 乛丱临九。然而由于概率分布未知，无法直接计算模型的泛化误差，通常利用经验

误差并结合模型复杂度建立泛化误差上界，通过最小化泛化误差上界进行泛化

误差分析 乛临丷丬临丸九。界定泛化误差上界的关键是如何度量假设空间复杂度，不同的

模型复杂度对应不同的泛化误差界。常用的假设空间复杂度度量工具包括： 乖乃

维 丨乖乃 乤乩乭乥乮乳乩乯乮丩 乛丳九、半径间隔界 丨乲乡乤乩乵乳中乭乡乲乧乩乮丩 乛丳九、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 乛临丹九、算

法稳定性 丨乳乴乡乢乩乬乩乴乹丩 乛丵丰丬丵丱九、覆盖数 丨乣乯乶乥乲乩乮乧 乮乵乭乢乥乲丩 乛丵串九、压缩系数 丨乣乯乭买乲乥乳乳乩乯乮

乣乯乥丞乣乩乥乮乴丩 乛丵丳九 等。本节主要从 乐乁乃 学习出发，对 乖乃 维、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度、

积分算子理论进行介绍。

串丮串丮丱 PAC学习

计算学习理论的基础是概率近似正确 丨买乲乯乢乡乢乬乹 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乥乬乹 乣乯乲乲乥乣乴丬 乐乁乃丩

学习理论 乛丵临九。真实分布对应假设为 h∗ ，是由概率分布 ρX×Y 决定的输入空间 X

到输出空间 Y 的映射，并有 E(h∗) = 0。 乐乁乃辨识 丨乐乁乃 义乤乥乮乴乩书乹丩定义为：对于

ε, δ ∈ (0, 1)，使用学习算法 A学得模型 f ∈ Hκ 满足

Pr(E( f ) ≤ ε) ≥ 1 − δ,

则称学习算法 A能从假设空间 Hκ 辨识最优假设 h∗。也就是说学习算法 A能以

较大概率 丨至少 1 − δ丩学得最优假设 h∗的近似（误差最多为 ε）。 乐乁乃学习给出

了刻画学习算法泛化能力的框架，由于假设空间 Hκ 中包含了学习算法所有可能

的输出，因此度量假设空间复杂度是 乐乁乃学习的关键。

1乨乴乴买为丯丯乳乶乭乬乩乧乨乴丮乪乯乡乣乨乩乭乳丮乯乲乧丯

2乨乴乴买乳为丯丯乷乷乷丮乳乨乯乧乵乮中乴乯乯乬乢乯乸丮乯乲乧丯

丹
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对于假设空间有限的学习任务，乐乁乃 学习能够直接分析学习算法的学习能

力；但对于学习任务面临无限假设空间的时候，需要额外引入工具度量假设空

间复杂度，进而分析学习器的泛化能力。

串丮串丮串 VC维

乖乃维 丨乖乡买乮乩乫中乃乨乥乲乶乯乮乥乮乫乩乳 乤乩乭乥乮乳乩乯乮丩最初由 乖乡买乮乩乫和 乃乨乥乲乶乯乮乥乮乫乩乳给出

定义 乛丸九，是分布无关 丨乤乩乳乴乲乩乢乵乴乩乯乮中书乲乥乥丩、数据独立 丨乤乡乴乡中乩乮乤乥买乥乮乤乥乮乴丩的假设空间

复杂度度量工具，常用于分析核方法的泛化能力。

对于 n ∈ N+，假设空间 Hκ 的增长函数 ΠHκ
(n)定义为

ΠHκ
(n) = max

{x1, · · · ,xn }∈X

��{ ( f (x1), · · · , f (xn)
)
| f ∈ Hκ

}�� .
增长函数 ΠHκ

(n) 表示假设空间 Hκ 对于 n 个样例能赋予标签的可能数。假设空

间的 乖乃维定为能被 Hκ 打散的最大样例集的规模

乖乃(Hκ) = max{n : ΠHκ
(n) = 2n}.

乖乃 维常用于衡量学习器期望误差与经验误差的差异：对于任意 f ∈ Hκ, δ ∈

(0, 1)，以至少 1 − δ的概率存在 乛丳九

E( f ) − Ê( f ) ≤

√
1
n

[
D

(
log

(
2n
D

)
+ 1

)
− log

(
δ

4

)]
,

其中 D = 乖乃(Hκ)为 乖乃维，E( f )为泛化误差， Ê( f )为经验误差。

串丮串丮丳 Rademacher复杂度

乖乃 维的泛化误差界是分布无关的 丨乤乩乳乴乲乩乢乵乴乩乯乮 书乲乥乥丩，因此具有普适性；同

时 乖乃维是数据独立的 丨乤乡乴乡中乩乮乤乥买乥乮乤乥乮乴丩，没有考虑数据自身。分布无关、数据

独立的特性使得基于 乖乃维得到的泛化误差界通常过于保守。

对统计学习理论深入研究后，乓乨乡乷乥中乔乡乹乬乯乲注意到数据依赖 丨乤乡乴乡中乤乥买乥乮乤乥乮乴丩

假设空间复杂性度量的重要性 乛丵丵九。由于发现 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度在对假设空间进

行复杂性度量时，依赖特定的样本集（数据分布），之乯乬乴乣乨乩乮乳乫乩乩等将乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度引入到统计学习理论中，用于分析学习模型泛化能力 乛临丹丬丵丶九。 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度是分布相关、数据依赖的，能够以比 乖乃维更紧致的方式关联经验过程，

从而对学习模型的泛化性能分析有较大提升、泛化误差收敛率也稍快。

丱丰
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对于给定样本集合 D = {(xi, yi)}
n
i=1 ∈ X ×Y,假设空间 Hκ 的经验乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度定义为

R̂(Hκ) =
1
n
Eε

[
sup
f ∈Hκ

n∑
i=1

εi f (xi)

]
,

其中，ε1, · · · , εn 是独立地采样于 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 分布的随机变量，满足 Pr(εi =

+1) = Pr(εi = −1) = 1/2, ∀ i = 1, 2, · · · , n。期望 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度与概率分

布 ρX×Y、采样样本相关，定义为

R(Hκ) = ED∼ρX×Y [R̂(Hκ)].

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度可以用来衡量采样样本 D的表达能力（经验误差与泛化

误差的差异上界） 乛丵丷九：

ED∼ρX×Y

[
sup
f ∈Hκ

(
E( f ) − Ê( f )

)]
≤ 2R(Hκ),

其中采样样本的表达能力 sup f ∈Hκ

(
E( f ) − Ê( f )

)
越小越好，代表了真实误差与测

试误差相差不多，相当于避免了过拟合。

以二分类问题 Y = {+1,−1} 为例，存在如下数据依赖的泛化误差界 乛临丹丬丵丸九：

对于任意 δ ∈ (0, 1), f ∈ Hκ，以至少 1 − δ的概率存在

E( f ) − Ê( f ) ≤ 2R̂(Hκ) + 4
√

2 log(4/δ)
n

.

上述不等式中需要估计经验 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 R̂(Hκ)，通常得到收敛率为

O(1/
√

n)的上界。乍乡乳乳乡乲乴引理 乛丵丹九建立了 乖乃维与 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的联系

R̂(Hκ) ≤

√
2D log en/D

n
,

其中 D = 乖乃(Hκ)为假设空间H对应的 乖乃维。文献 乛丶丰九给出了 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂

度与覆盖数之间的关系，乓乲乥乢乯等在文献 乛丶丱丬丶串九中进行了进一步改进。

乂乡乲乴乬乥乴乴 等在 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的研究中发现，对学习模型泛化能力起关

键作用不是整个假设空间中的函数丬而是假设空间中具有较小方差的函数所构成

的子空间 乛丶丳丕丶丶九，从而提出了局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 丨乬乯乣乡乬 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 乣乯乭买乬乥乸中

乩乴乹丩 的概念。在某些条件下（如核矩阵特征值呈指数级下降） 乛临丷丬丶丵九，使用局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度获得的泛化误差收敛率能够达到 O(1/n)，而全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度对应的泛化误差收敛率始终为 O(1/
√

n)。局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度是本文

泛化理论研究、设计核方法模型选择准则的核心工具。
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串丮串丮临 积分算子理论

积分算子 丨乩乮乴乥乧乲乡乬 乯买乥乲乡乴乯乲丩理论是研究核方法泛化理论的重要工具 乛丳丹丬丶丷丕丷丰九。

乚乨乡乮乧 最先考虑利用积分算子代替覆盖数研究核方法学习理论 乛丶丷九。乓乭乡乬乥 和

乚乨乯乵 用积分算子界定了经验数据上学得假设与最优假设之间偏差上界 乛丶丸丬丶丹丬丷丱九。

乄乥 乖乩乴乯 等应用积分算子理论给出 之乒乒 算法的泛化误差上界，并将正则化参数

选择问题归约为求解偏差中方差分解问题 丨乢乩乡乳中乶乡乲乩乡乮乣乥丩 乛丷串九。

积分算子理论通过定义在积分算子上的有限维 丨乥丛乥乣乴乩乶乥 乤乩乭乥乮乳乩乯乮丩 衡量假

设空间复杂度。给定积分算子 Lκ，有效维定义为

N (λA) = Tr
(
(Lκ + λAI)−1Lκ

)
, λA > 0.

乃乡买乯乮乮乥乴乴乯和乖乩乴乯为积分算子理论引入两个重要假设 乛丷丰九：容量假设（乣乡买乡乣乩乴乹

乡乳乳乵乭买乴乩乯乮丬假设 丳丮丱临）用于限制假设空间大小，正则化假设（乲乥乧乵乬乡乲乩乴乹 乡乳乳乵乭买中

乴乩乯乮，假设 丳丮丱丵）用于对假设空间进行正则化。基于容量假设、正则化假设，可

以获得为核岭回归 丨之乒乒丩问题最优泛化误差收敛率 乛丶丹丬丷丰九

E( f̂n) − E( f ∗) = O
(
n−

2r
2r+γ

)
.

其中 γ ∈ [0, 1]控制着假设空间 Hκ 的大小，r ∈ [1/2, 1]控制假设空间Hκ 的正则

化程度。 γ、r 的取值是由学习任务本身的难度潜在决定，而积分算子理论总能

获得对应核岭回归的最优泛化误差收敛率。该最优泛化误差收敛率根据 γ、r 的

不同取值，在 O(1/n)与 O(1/
√

n)之间。

之后，大量工作基于积分算子理论对核岭回归近似算法的最优泛化理论展

开研究： 乒乵乤乩等基于积分算子理论，使用容量假设、正则化假设为 乎乹乳乴乲件乭近

似 之乒乒推导出最优泛化收敛率 乛丷丳九，之后也给出使用随机特征近似假设 之乒乒的

最优泛化误差界 乛丷临九。 乚乨乡乮乧等基于积分算子理论，给出了分治核岭回归最优泛

化误差收敛率 乛串丸九，但其分析没有使用经典的容量假设、正则化假设；而 乌乩乮 等

基于经典的积分算子最优率框架（使用容量假设、正则化假设），获得了分治核

岭回归的最优误差收敛率 乛丷丵丬丷丶九。基于积分算子理论，使用随机梯度方法求解核

岭回归的最优泛化误差收敛率也得到广泛研究 乛串丹丬丷丷九。近期，多种加速手段相结

合的 之乒乒对应的最优泛化理论成为研究热点 乛丷丸丕丸串九。
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串丮丳 核方法模型选择

在（半）监督学习框架中，训练样本是由某个函数 h∗ 依赖关系产生的输入

输出对。而机器学习的目的是找到某个函数 f，使其尽量逼近目标函数 h∗，该

过程可以概括为两步：

• 模型选择：确定要学习的函数集（通常称为假设空间，H）。

• 模型训练：从假设空间H中找出泛化误差最小的模型 f ∗。

但由于产生训练样本的潜在概率分布未知，无法直接计算泛化误差，实际

模型训练中基于训练数据找出经验误差最小的模型 f̂n。统计学习理论通常衡量

经验误差最小化模型与真实模型之间泛化误差的差异，存在如下误差分解 乛串丬丸丳九：

E( f̂n) − E(h∗) = E( f̂n) − E( f ∗)︸           ︷︷           ︸
估计误差

+ E( f ∗) − E(h∗)︸           ︷︷           ︸
逼近误差

.

模型选择的过程是减少逼近误差的过程，而模型训练是减小估计误差的过

程。核学习算法的假设空间 Hκ 是由核函数 κ 唯一确定 乛丳丵九，因此核函数直接决

定核学习算法的性能 乛丸临九。下面介绍核方法学习的两个步骤

• 核方法模型选择：为核方法选择对应核函数，从而确定假设空间 Hκ，是

降低逼近误差的过程；

• 核方法模型训练：通过经验误差最小化 丨久乒乍丩 训练模型参数，从而在假

设空间 Hκ中选取经验最小化学习器 arg min f ∈Hκ
Ê( f )，是降低估计误差的过程。

可以看出核学习模型的泛化性能，很大程度上取决于其对应假设空间 Hκ，

因此核方法模型选择至关重要，但遗憾的是核函数的选择是一个未决的问题 乛丸丵九。

串丮丳丮丱 交叉验证 (CV)

核方法模型选择中最常用的方法是交叉验证 丨乣乲乯乳乳中乶乡乬乩乤乡乴乩乯乮丬 乃乖丩，包括：

k中折交叉验证 乛丱丳九、留出法 乛丱临九、自助法 乛丱丵九 等多种方法。这些方法都是将训练数

据划分为训练集、验证集，为每个候选核函数在训练集上训练核学习器，在验

证集上评估该候选核学习器对应的验证误差；重复上述过程多次，最终选取使

得平均验证误差最小的核函数。虽然这些方法得到广泛应用，但存在如下缺点

丨丱丩 缺乏坚实的理论基础。自助法、k中折交叉验证不是泛化误差的无偏估

计，因此在理论上无法保证泛化性能 乛丸丶九。留出法虽然是泛化误差的无偏估计 乛丱临九，
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但方差较大，容易出现过拟合问题。

丨串丩 计算复杂度较高。选取核函数需要重复训练核学习器（假设为 k 次），

而训练核学习器的时间复杂度通常为 O(n3)，因此训练候选核函数集中单个核

函数时间复杂度为 O(kn3)。

串丮丳丮串 近似交叉验证

为提高交叉验证效率，多种近似交叉验证方法被提出 乛丱临丬丱丹丬串丰丬丸丷丬丸丸九。乗乡乨乢乡为

乓乖乍提出了广义交叉验证方法 丨乇乁乃乖丩 乛丱丶九。 乖乡买乮乩乫和 乃乨乡买乥乬乬乥提出了基于张成

界 丨乳买乡乮 乢乯乵乮乤丩 的近似留一法 丨乌乏乏丩 的误差估计 乛丱丷九。 乃乡乷乬乥乹 等将上述留一法

近似方法推广到稀疏最小二乘支持向量机 丨乳买乡乲乳乥 乌乓乓乖乍丩 乛丸丸九。 乁乮 等给出了在

乌乓乓乖乍 和 乓乖乍 上的 k中折交叉验证误差的近似估计方法 乛丱丸九。 乄乥乢乲乵乹乮乥 等基于

影响函数 丨乩乮丝乵乥乮乣乥 书乵乮乣乴乩乯乮丩概念，并采用泰勒展开近似留一法 丨乌乏乏丩 乛丱丹丬串丰九。对

于一个候选核函数，近似交叉验证方法只需训练一次核学习器，存在计算效率

较低 O(n3)、缺乏坚实理论保证、结果不够稳定可靠等问题。

串丮丳丮丳 最大化核对齐值

核对齐 丨乫乥乲乮乥乬 乴乡乲乧乥乴 乡乬乩乧乮乭乥乮乴丬 之乔乁丩方法最早由 乃乲乩乳乴乩乡乮乩乮乩和 乓乨乡乷乥中乔乡乹乬乯乲

提出 乛丸丹九。该方法无需训练核学习器，而是通过最大化核矩阵与标签的对齐值来

选取最优核函数

arg max
κ∈K

y>Ky,

其中 K为核函数 κ 对应的核矩阵，y = (y1, · · · , yn)
> 为标签向量。为改进核对齐

性能， 乃乯乲乴乥乳等提出了中心化核对齐 丨乣乥乮乴乥乲乥乤 之乔乁丩准则 乛串串九：

arg max
κ∈K

y>Kcy,

其中 Kc 为中心化核矩阵。在原始核对齐方法 丨之乔乁丩 的基础上，基于特征空间

的核矩阵评估度量 丨书乥乡乴乵乲乥 乳买乡乣乥中乢乡乳乥乤 乫乥乲乮乥乬 乭乡乴乲乩乸 乥乶乡乬乵乡乴乩乯乮丬 乆乓乍丩 乛串丳九、核极化

丨乫乥乲乮乥乬 买乯乬乡乲乩乺乡乴乩乯乮丩 乛串临九进一步改进核矩阵、标签值对齐的方法。

串丮丳丮临 自动核学习

交叉验证、近似交叉验证、核对齐等传统核方法模型选择方法将核方法模

型选择（确定假设空间）、训练核学习器（在假设空间中选取最优假设）分隔
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开，分成两步进行。首先在候选核函数中选取最优泛化性能的核函数；然后基

于该核函数，学习训练数据集 D上的经验损失最小化的模型。

这两种方法存在以下问题：

丨丱丩 需要预先给出候选核函数集合，而候选核函数范围依赖于人工经验。

丨串丩 对于每个候选核函数，都需要训练核学习器至少一次。当候选核函数集

合较大时，计算效率低下。

丨丳丩 无法直接应用最小化泛化误差界理论，缺乏泛化理论支持。

而自动核学习 丨乫乥乲乮乥乬 乬乥乡乲乮乩乮乧丩方法将核方法模型选择、训练核学习器两个

步骤合并，以最小化经验误差为优化目标，通过端到端的形式同时学习核函数、

核模型参数。自动核学习存在如下好处：

丨丱丩 无需预先给出候选核函数集合。只需给出初始核超参数，训练过程中自

动更新核超参数，以获得更优的核超参数。

丨串丩 只需训练核学习器一次。在训练过程中针对优化目标，以端到端形式同

时优化核函数、核学习器参数。

丨丳丩 可以直接应用泛化误差理论，使用泛化理论指导核学习算法的设计。

串丮丳丮临丮丱 多核学习 (MKL)

多核学习 丨乭乵乬乴乩买乬乥 乫乥乲乮乥乬 乬乥乡乲乮乩乮乧丬 乍之乌丩 同时学习多个核函数的凸组合系

数、核学习器模型 乛丹丰九，其核函数是多个基核的凸组合

κ(x, x ′) =
m∑
i=1

µmκm(x, x
′), µi ≥ 0,

m∑
i=1

µi = 1,

其中，µ = (µ1, · · · , µm) 为多核组合系数。多核函数设计更合理的优化方程提

高泛化能力，包括 `p 范数约束
乛丹丱九、非线性多核组合 乛丹串丬丹丳九、融入半径信息的核

学习方法 乛临丸丬丹临九、融入局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度信息 乛临丷九 等。为求解复杂的多核

学习问题，多种高效优化算法已被提出，包括半无限规划 丨乳乥乭乩中乩乮东乮乩乴乥 乬乩乮乥乡乲

买乲乯乧乲乡乭乭乩乮乧丬 乓义乌乐丩 乛丹丵九、随机梯度下降方法 乛丹丶丬丹丷九等。

乁乲乧乹乲乩乯乵和乍乩乣乣乨乥乬乬乩提出了基于 乄乃算法的无限核学习方法 乛丹丸九。 乇乥乨乬乥乲和

乎乯乷乯乺乩乮设计了一种求解无限核学习 丨乩乮东乮乩乴乥 乫乥乲乮乥乬 乬乥乡乲乮乩乮乧丩方法的框架 乛丹丹九，并

利用半无限规划求解该问题。
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串丮丳丮临丮串 自动谱核学习

基于 乂乯乣乨乮乥乲定理， 乒乡乨乩乭乩和 乒乥乣乨乴使用蒙特卡洛近似得出的随机傅里叶

特征近似平移不变核 乛丳丱九。 乚乨乡乮乧等提出使用随机傅里叶特征构造平移不变核网

络，并通过反向传播更新谱密度，从而同时学习谱密度、模型参数 乛丱丰丰九。

而 乙乡乧乬乯乭定理说明，能够使用组合形式的随机傅里叶随机特征近似任意谱

核函数 乛丱丰丱九。 乙乡乧乬乯乭定理为：当且仅当一般核函数 κ(x, x ′)满足以下形式

κ(x, x ′) =

∫
Rd×Rd

ei(ω
>x−ω′>x′)µ(dω, dω′),

该核函数在输入空间 X 是正定的。其中 µ(dω, dω′) 为与半正定 丨买乯乳乩乴乩乶乥 乳乥乭乩

乤乥东乮乩乴乥丬 乐乓乄丩谱度量 s(ω,ω′)相关的 乌乥乢乥乳乧乵乥中乓乴乩乥乬乴乪乥乳度量。

乒乥乭乥乳 等使用随机傅里叶随机特征构造有限维的谱核网络，并使用反向传

播更新核函数对应的谱密度，以端到端的形式同时学习核函数、核学习器 乛丱丰串九。

谱核网络的使用，只需更新单个核函数，避免了使用自动核学习中多核组合的

形式。谱核学习目前广泛应用于高斯过程的学习 乛丱丰串丕丱丰临九、贝叶斯推断 乛丱丰丵九。

乘乵乥等将谱核网络引入到一般的核方法中，并使用深度网络 乛丱丰丶九。已完成工

作使用 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度为谱核网络提供了泛化理论保证，并指导学习框架的

设计 乛丱丰丷九，之后将可解释的谱核网络扩展到多层卷积网络 乛丱丰丸九。

串丮临 半监督核方法

真实世界学习任务中由于无标签数据容易获取，而数据标注成本较高，通

常情况下训练数据由大量无标签、少量有标签数据组成。若使用传统监督学习

方法，仅能利用少量有标签数据进行训练，摒弃了大量无标签数据中包含的有

用信息，通常模型泛化性能较差。

半监督学习 丨乳乥乭乩中乳乵买乥乲乶乩乳乥乤 乬乥乡乲乮乩乮乧丬 乓乓乌丩基于少量有标签样本及大量无标

签样本的训练集进行学习 乛丱丰丹九，半监督学习的关键是利用无标签样本提升学习

器性能。对于半监督问题，有标签训练集合 Dl = {(xi, yi)}
n
i=1 ∈ X × Y 中样本

独立同分布 丨乩丮乩丮乤丮丩 地采样于分布 ρX×Y，无标签数据集合 Du = {xi}
u
i=1 ∈ X 中

输入样本独立同分布地采样于边际概率分布 ρX。在常见的半监督应用中，有

标签样本数远远少于无标签样本数，即 n � u。半监督学习方法包括：生成式

方法 丨乧乥乮乥乲乡乴乩乶乥 乭乯乤乥乬乳丩 乛丱丱丰丕丱丱串九、半监督 乓乖乍 丨乳乥乭乩中乳乵买乥乲乶乩乳乥乤 乳乵买买乯乲乴 乶乥乣乴乯乲 乭乡中

丱丶



第串章 相关工作综述

乣乨乩乮乥丬 乓丳乖乍丩 乛串丵丬丱丱丳丬丱丱临九、基于图的半监督学习 丨乧乲乡买乨中乢乡乳乥乤 乳乥乭乩中乳乵买乥乲乶乩乳乥乤 乬乥乡乲乮中

乩乮乧丬 乇乓乓乌丩 乛串丶丬丱丱丵九、启发式方法丨乨乥乵乲乩乳乴乩乣 乡买买乲乯乡乣乨乥乳丩 乛串丷丬丱丱丶九等四类。

串丮临丮丱 生成式方法

生成式方法 丨乧乥乮乥乲乡乴乩乶乥 乭乯乤乥乬乳丩是直接基于生成式的模型，生成式方法假定

所有数据都是由同一个潜在的概率分布 ρX×Y 生成的。基于上述假设可以通过潜

在的模型参数将无标签数据与学习目标关联起来，并将缺失的标签视为隐变量，

使用 久乍算法进行求解。

生成式方法预测函数为：arg maxy p(y |x,Θ)，其中 Θ 为概率分布参数。基

于有标签数据集、无标签数据集，对概率分布参数 Θ进行学习

arg max
Θ

(
log p

(
{xi, yi}

n
i=1 |Θ

)
+ λI log p

(
{xi}

n+u
i=n+1 |Θ

) )
,

其中，λI 用于权衡有标签数据、无标签数据的影响。此类方法依赖于潜在分布

的假设，不同假设对应于不同方法。已有半监督生成式方法将潜在数据分布视

为高斯模型 乛丱丱丷九、高斯混合模型 丨乇乡乵乳乳乩乡乮 乭乩乸乴乵乲乥 乭乯乤乥乬丬 乇乍乍丩 乛丱丱丰丬丱丱丱九、混合专

家模型 丨乭乩乸乴乵乲乥 乯书 乥乸买乥乲乴乳丩 乛丱丱串九、朴素贝叶斯模型 丨乮乡仯乶乥 乂乡乹乥乳 乭乯乤乥乬乳丩 乛丱丱丱九等。

如果假设分布与实际分布相符，使用无标签数据比只使用有标签数据能获

得更好的泛化性能 乛丱丱丸九；而如果假设分布于实际分布不符，使用无标签数据会降

低泛化性能，半监督学习器精度低于只使用有标签数据的监督方法 乛丱丱丹九。

串丮临丮串 判别式方法

判别式方法通过最大间隔法同时训练有标签样本、无标签样本的学习决策

边界。基于低密度分隔 丨乬乯乷中乤乥乮乳乩乴乹 乳乥买乡乲乡乴乩乯乮丩 假设，决策边界穿过低密度区

域的同时，使得不同标签样本间隔最大 乛丱串丰丬丱串丱九。如图 串丮丱 所示（源自 乛丱串串九），半

监督支持向量机 丨乓丳乖乍丩 对支持向量机 丨乓乖乍丩 的划分超平面进行了修正，使

其穿过低密度区域。判别式方法应用到半监督学习的方法包括费舍尔线性判别

法 丨乆乩乳乨乥乲 乌乩乮乥乡乲 乄乩乳乣乲乩乭乩乮乡乴乩乶乥 乁乮乡乬乹乳乩乳丬 乆乄乁丩 乛丱串丳九、半监督支持向量机 丨乓乥乭乩中

乳乵买乥乲乶乩乳乥乤 乓乵买买乯乲乴 乖乥乣乴乯乲 乍乡乣乨乩乮乥丬 乓丳乖乍丩 乛串丵九、熵正则化 乛丱串临九等。

其中的典型方法是半监督 乓乖乍 中，由 乊乯乡乣乨乩乭乳 提出的直推式支持向量

机 丨乔乲乡乮乳乤乵乣乴乩乶乥 乓乵买买乯乲乴 乖乥乣乴乯乲 乍乡乣乨乩乮乥丬 乔乓乖乍丩，其改进方法包括 乓临乖乍 乛丱串丵九、
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图 2.1半监督支持向量机 (S3VM)与低密度分割

乐乔乓乖乍 乛丱串丶九。以半监督二分类为例，乔乓乖乍的学习目标为

arg min
f ∈Hκ

( n∑
i=1

(1 − yi f (xi))+ + λA‖ f ‖2H + λI
n+u∑
i=n+1

(1 − | f (xi)|)+

)
,

其中，λI 用于权衡有标签损失、无标签正则化项的作用。由于 (1 − | f (xi)|)+ 的

存在，上式的求解是非凸的，难以找到全局最优解。因此半监督 乓乖乍研究的一

个重点是如何设计出高效的优化求解策略，由此发展处基于图核 丨乧乲乡买乨 乫乥乲乮乥乬丩

函数梯度下降的 乌乄乓 乛丱丱丳九、基于标记均值估计的 乭乥乡乮乓丳乖乍 乛丱丱临九等方法。

串丮临丮丳 基于图的半监督方法

基于图的半监督学习方法 丨乧乲乡买乨中乢乡乳乥乤 乳乥乭乩中乳乵买乥乲乶乩乳乥乤 乬乥乡乲乮乩乮乧丬 乇乓乓乌丩假设

数据满足流形假设 丨乭乡乮乩书乯乬乤 乡乳乳乵乭买乴乩乯乮丩：输入数据能够近似地嵌入到低维流形

空间中。基于流形假设，对所有数据构造图表达 S，图中顶点表示输入样本，图

中边表示两个样本之间的相似度。图表达 S 实际上是所有输入样本上的相似度

矩阵，构造 S 首先使用 k中近邻算法为每个样本找到最相似的 k 个点；再使用相

似度度量（如热核函数）求出与之最接近 k 个样本的相似度，将该相似度作为

矩阵元素值；将矩阵中相似度较小两个样本对应元素值设置为 0。

乇乓乓乌 的本质是通过最小化能量函数 丨乥乮乥乲乧乹 书乵乮乣乴乩乯乮丩 实现标签传播 丨乬乡乢乥乬

买乲乯买乡乧乡乴乩乯乮丩 乛丱丱丵丬丱串丷九。能量函数的定义为

n+u∑
i, j=1

Si j( f (xi) − f (x j))
2 = fTLf,
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其中 f = ( f (x1), f (x2), · · · , f (xn+u))
>。 L为 乌乡买乬乡乣乩乡乮矩阵定义为 L = D − S，其

中对角矩阵的对角元素为 Dii =
∑n+u

j=1 Si j。从上式可以看出最小化能量函数，能

够使得相近样本的标签也越相似，从而达到了标签传递的目的。乂乬乵乭和乃乨乡乷乬乡

最早提出基于图的半监督方法 丕最小割 丨乭乩乮乣乵乴丩，并给出了能量函数的定义 乛丱串丷九。

之后，乚乨乵等提出比例割法 丨乲乡乴乩乯 乣乵乴丩、乚乨乯乵等提出归一化割法 丨乮乯乲乭乡乬乩乺乥乤 乣乵乴丩、

乚乨乵等提出调和函数法 丨乨乡乲乭乯乮乩乣 乣乵乴丩对最小割方法存在的问题进行改进。

基于 乌乡买乬乡乣乩乡乮 算子等工作 乛丱串丸丬丱串丹九，乂乥乬乫乩乮 等归纳出流形正则化 丨乭乡乮乩书乯乬乤

乲乥乧乵乬乡乲乩乺乡乴乩乯乮丩学习框架 乛串丶九，将能量函数放在优化目标中，与经验损失、正则化

项共同进行学习。流形正则化 丨乭乡乮乩书乯乬乤 乲乥乧乵乬乡乲乩乺乡乴乩乯乮丩学习框架为

arg min
f ∈Hκ

(1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi) + λA‖ f ‖2H + λI f
TLf

)
.

与监督核方法类似，流形正则化也存在大规模瓶颈。针对流形正则化的大

规模问题，乆乥乲乧乵乳 等提出 久乩乧乥乮书乵乮乣乴乩乯乮 方法 乛丱丳丰九，使用 乌乡买乬乡乣乩乡乮 矩阵中少量的

特征向量表示潜在的流形结构； 乚乨乡乮乧 等提出最小树割方法 丨乭乩乮乩乭乵乭 乴乲乥乥 乣乵乴丬

乍乔乃丩 乛丱丳丱九，使用生成树近似 乌乡买乬乡乣乩乡乮矩阵，并用最小化树割打标签； 乌乩乵等提

出锚点正则化 丨乡乮乣乨乯乲 乧乲乡买乨 乲乥乧乵乬乡乲乩乺乡乴乩乯乮丬 乁乇乒丩 乛丱丳串丬丱丳丳九丬 选取无标签的锚点数据，

能够保证 乌乡买乬乡乣乩乡乮 矩阵是半正定的，然后使用锚点、有标签数据进行训练。

乗乡乮乧等人提出使用局部锚点嵌入 乛丱丳临九，加速了锚点图的重构过程。在 乁乇乒工作

中需要首先使用 乫中乭乥乡乮乳寻找聚类中心点作为锚点，而已完成工作使用 乎乹乳乴乲件乭

采样直接将均匀采样的样本点作为锚点 乛丱丳丵九，无需进行效率低下的 乫中乭乥乡乮乳步骤，

同时能够达到相似的泛化误差理论保证、学习性能。

串丮临丮临 启发式方法

启发式方法 丨乨乥乵乲乩乳乴乩乣 乡买买乲乯乡乣乨乥乳丩主要包括自训练 丨乳乥乬书中乴乲乩乡乮乩乮乧丩 乛丱丳丶九、基于差

异的方法 丨乤乩乳乡乧乲乥乥乭乥乮乴中乢乡乳乥乤 乭乥乴乨乯乤乳丩 乛串丷九。

自训练方法 丨乳乥乬书中乴乲乩乡乮乩乮乧丩是由 乒乯乳乥乮乢乥乲乧等提出 乛丱丳丶九：先使用有标记数据训

练出模型，对未标记数据进行预测，并将预测结果中最有把握的结果作为标记，

并重复此训练过程。

基于分歧的方法丨乤乩乳乡乧乲乥乥乭乥乮乴中乢乡乳乥乤 乭乥乴乨乯乤乳丩使用多个学习器，而通过学习

器之间的分歧 丨乤乩乳乡乧乲乥乥乭乥乮乴丩 达到对利用未标记数据的目的。比如共训练 丨乣乯中

乴乲乡乩乮乩乮乧丩 乛串丷丬丱丱丶九，针对多视角 丨乭乵乬乴乩中乶乩乥乷丩训练多个学习器，将最有把握的标记提
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图 2.2分布式机器学习框架

供给其他学习器，并重复此训练过程。

串丮丵 大规模核方法

核方法需要存储核矩阵、同时存在矩阵运算，因此核方法的时间、空间复

杂度均不低于 O(n2)，从而导致核方法不适用于大规模问题。目前用于解决核方

法大规模瓶颈的方法主要有分布式方法 乛丱丳丷九、低秩近似方法 乛丳丰丬丳丱九、随机梯度下降

方法 乛丳丳丬丱丳丸丬丱丳丹九等三种主流方法。

串丮丵丮丱 分布式方法

分布式方法广泛地用于大规模机器学习算法（包括核方法）中，是解决大

规模学习算法的存储、计算瓶颈的通用手段。如图 串丮串 所示（来源于参数服务

器 乛丱临丰九），分布式方法将训练数据划分到不同的计算节点上，计算节点分别对本

地数据进行训练局部模型，在训练过程中与中心节点进行必要通信，最后将局

部模型汇总到中心节点进行合并为最终模型 乛丱临丱九。

常用的分布式机器学习框架包括 乍乡买乒乥乤乵乣乥 乛丱临串九、乁买乡乣乨乥 乓买乡乲乫 乛丱临丳九、参数

服务器 丨买乡乲乡乭乥乴乥乲 乳乥乶乥乲丩 乛丱临丰九、 乍乌乂乡乳乥 乛丱临临九 等。已有大量分布式算法研究，包

括提高算法收敛率速度 乛丱临丵丕丱临丷九，降低通信复杂度 乛丱临丰丬丱临丸丬丱临丹九。同时，有大量研究

将核方法应用到分布式环境中，包括分布式核岭回归 乛丱丵丰丕丱丵串九、分布式支持向量

机 乛丱丵丳丕丱丵丵九、分布式核主成分分析 乛丱丵丶九、分布式谱聚类 乛丱丵丷九等。

而分布式核方法作为近似核方法，存在一定精度损失，分布式核方法的泛
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化理论研究成为研究难点与热点。而分治算法框架 丨乤乩乶乩乤乥 乡乮乤 乣乯乮乱乵乥乲丩是通信最

少的分布式框架（只通信一次），同时其精度损失也最多，因此分布式核方法的

泛化理论研究通常基于分治算法。 乚乨乡乮乧 等基于积分算子理论、核矩阵特征分

解，首次给出分布式核岭回归的最优泛化误差保证 乛串丸丬丱丳丷九； 乗乡乮乧等进一步降低

了样本复杂度、得到更实用的 1 + ε 界 乛丱丵丸九。 乌乩乮 等首次基于传统的积分算子理

论，使用容量假设、正则化假设，得到了分布式核岭回归的最优泛化误差收敛

率 乛丷丵九；基于此理论 乃乨乡乮乧等分析了半监督分布式核岭回归学习，并证明了使用

无标签数据可以用来增大分块数。而 乍乥乮乧等首次使用稳定性 丨乳乴乡乢乩乬乩乴乹丩对分布

式核岭回归的泛化性能进行分析 乛丱丵丹九。近年来，将分布式算法与梯度下降算法的

结合并分析其最优泛化理论也成为研究热点 乛丷丹丬丱丶丰九。

串丮丵丮串 低秩近似方法

由于非线性核方法的理论时间复杂度不会低于 O(n2)，因此研究的重点是设

计快速近似算法。低秩近似方法主要包括：使用乎乹乳乴乲件乭采样近似核矩阵、使用

随机特征近似核函数。

串丮丵丮串丮丱 Nyström采样

乎乹乳乴乲件乭方法 乛丳丰九 对训练集采样，使用采样得到的样本子集对原始核矩阵进

行低秩近似。使用 s个 乎乹乳乴乲件乭采样中心点，乎乹乳乴乲件乭采样近似核矩阵为

Knn ≈ KnsK†ssKT
ns,

其中 Knn 为完整的核矩阵，Kns 为定义在全部数据集、采样数据上的核矩阵，

Kss 为定义在采样数据上的核矩阵。 †代表矩阵伪逆。针对 乎乹乳乴乲件乭方法的研究

主要包括以下五个方面

丨丱丩 生成 Nyström采样点

乎乹乳乴乲件乭采样点决定了近似核方法的泛化性能，已有大量工作研究如何高效

地生成更合适的 乎乹乳乴乲件乭 采样点，包括使用 k中乭乥乡乮乳 聚类中心作为 乎乹乳乴乲件乭 采

样点 乛丱丶丱九； 之乵乭乡乲 等提出将多个标准 乎乹乳乴乲件乭 近似进行组合的集成 乎乹乳乴乲件乭 方

法 乛丱丶串九； 乌乩等使用随机策略生成 乎乹乳乴乲件乭采样点 乛丱丶丳九； 么乳乩乥乨等提出伪里程碑点

丨买乳乥乵乤乯 乬乡乮乤乭乡乲乫 买乯乩乮乴乳丩作为 乎乹乳乴乲件乭采样点 乛丱丶临九。同时对乎乹乳乴乲件乭采样加速，进

一步降低 乎乹乳乴乲件乭采样的时间空间、复杂度也成为研究热点。乄乥 乂乲乡乢乡乮乴乥乲等使
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用基于熵的乎乹乳乴乲件乭采样，提高泛化性能、计算效率 乛丱丶丵九；乇乩乴乴乥乮乳和乍乡乨乯乮乥乹使

用了基于打分函数 丨乬乥乶乥乲乡乧乥 乳乣乯乲乥 书乵乮乣乴乩乯乮丩减少了所需的 乎乹乳乴乲件乭采样点数 乛丱丶丶九，

从而提高了 乎乹乳乴乲件乭近似效率。

丨串丩 基于矩阵操作加速 Nyström近似

乓乩 等提出使用矩阵的快速变换加速 乎乹乳乴乲件乭 近似的 乆乡乳乴中乎乹乳 方法，提高

了计算效率 乛丱丶丷九。对核矩阵进行划分后，在分块上使用 乎乹乳乴乲件乭 矩阵，使得只

需更少的 乎乹乳乴乲件乭 采样点就能够获得良好的近似效果。该方面研究包括使用聚

类进行区块划分后使用分块对角元素 丨乢乬乯乣乫 乤乩乡乧乯乮乡乬丩 降低 乎乹乳乴乲件乭 空间复杂

度、提高计算效率 乛丱丶丸九；生成树结构后，进行层次划分近似组合核的层次组合核

丨乨乩乥乲乡乲乣乨乩乣乡乬乬乹 乣乯乭买乯乳乩乴乩乯乮乡乬 乫乥乲乮乥乬丩方法 乛丱丶丹九。

丨丳丩 Nyström泛化理论

在 乎乹乳乴乲件乭核方法的泛化理论分析方面也取得了进展，乂乡乣乨对 乎乹乳乴乲件乭方

法的泛化理论进行分析 乛丱丷丰九； 乁乬乡乯乵乩 和 乍乡乨乯乮乥乹 给出 乎乹乳乴乲件乭 加速的核岭回归

的理论保证 乛丱丷丱九；而基于积分算子理论框架，乒乵乤乩等证明了 乎乹乳乴乲件乭近似核岭回

归的最优泛化误差率 乛丷丳九。

丨临丩 使用随机优化方法加速 Nyström核方法求解

近年来，很多研究工作将 乎乹乳乴乲件乭加速的核岭回归与梯度下降算法相结合，

提高计算效率的同时保证最优泛化误差收敛率，包括使用早停 丨乥乡乲乬乹 乳乴乯买买乩乮乧丩

加速 乎乹乳乴乲件乭丕之乒乒 求解的方法 乛丱丷串九；将 乎乹乳乴乲件乭 近似方法与坐标梯度下降相结

合的方法 乛丱丷丳九；使用预处理共轭梯度下降算法 丨买乲乥乣乯乮乤乩乴乩乯乮乩乮乧 乣乯乮乪乵乧乡乴乥 乧乲乡乤乩乥乮乴

乤乥乳乣乥乮乴丬 乐乃乇丩加速 乎乹乳乴乲件乭丕之乒乒闭式解求解的 乆乁乌之乏乎方法 乛丷丸九。

串丮丵丮串丮串 随机特征

随机特征 丨乲乡乮乤乯乭 书乥乡乴乵乲乥丩使用有限维随机特征 φM : X → RM 近似核函数

κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉.

基于傅里叶逆变换，乒乡乨乩乭乩 和 乒乥乣乨乴 首次为平移不变核提出使用随机傅里

叶特征 乛丳丱九。由于随机特征方法在泛化性能上与核方法相似，而求解上显式特征

映射后可以使用线性方法，兼具了良好的泛化性能、较高的计算效率，从而引

发了随机特征方法的研究与应用热潮 乛丱丷临丕丱丷丶九。

丨丱丩 其他核函数对应随机特征
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除平移不变核外，研究者们也为其他类型核函数构造对应的随机特征，包

括点积核（包括线性核、多项式核等） 乛丱丷丷丕丱丷丹九、直方图核 丨乨乩乳乴乯乧乲乡乭 乫乥乲乮乥乬丩 乛丱丸丰九、

附加内核 丨乡乤乤乩乴乩乶乥 乫乥乲乮乥乬丩 乛丱丸丱九、半群核 乛丱丸串九等。 乓乡乭乯和 乒乯乢乥乲乴乳提出使用傅里叶

随机特征近似非平稳谱核 乛丱丰丱九，并在高斯过程 乛丱丰串丕丱丰临九上得到广泛应用。

丨串丩 提高随机特征映射效率

乌乥 等使用对角高斯矩阵、么乡乤乡乭乡乲乤 矩阵近似随机高斯矩阵的方法 丨乆乡乳乴中

书乯乯乤丩，提高了特征映射的计算速度 乛丱丷丵九。 乙乡乮乧 等使用拟蒙特卡洛 丨乑乵乡乳乩中乍乯乮乴乥

乃乡乲乬乯丩采样的随机傅里叶特征近似平移不变核，加速特征映射求解 乛丱丷丶九。乁乧乲乡乷乡乬

等使用 0范数获得随机特征的稀疏解，从而获得压缩后的低秩近似 乛丱丸丳九。

丨丳丩 随机特征泛化理论研究

乓乲乩买乥乲乵乭乢乵乤乵乲 和 乓乺乡乢仳 研究了随机傅里叶特征的最优泛化理论 乛丱丸临九。 乒乵乤乩

和乒乯乳乡乳乣乯基于积分算子理论，为随机特征方法给出通用的最优收敛率证明 乛丷临九。

丨临丩 随机特征与其它加速方法结合的方法

乁乶乲乯乮等使用预处理加速求解随机特征近似的核岭回归 乛丱丸丵九，并给出近似误

差分析。 乃乡乲乲乡乴乩乮乯等将随机梯度下降 丨乓乇乄丩与随机特征相结合 乛丸丱九，并给出最优

泛化理论保证。 乍乣乗乩乬乬乩乡乭乳等将随机特征与分布式算法相结合用于求解大规模

核岭回归问题 乛丱丸丶丬丱丸丷九，但没有给出泛化理论分析；而已完成工作基于积分算子理

论学习框架，为分布式、随机特征相结合的方法提供了最优泛化理论保证 乛丱丸丸九。

串丮丵丮串丮丳 其他近似方法

其他近似方法如近似乓乖乄分解 乛丱丸丹九、核展开 乛丱丹丰九、稀疏贪婪矩阵丨乳买乡乲乳乥 乧乲乥乥乤乹

乭乡乴乲乩乸丩 乛丱丹丱九、快速高斯变换 乛丱丹串九、树编码丨乴乲乥乥 乣乯乤乥丩 乛丱丹丳九等。

串丮丵丮丳 随机优化方法

随机优化 丨乳乴乯乣乨乡乳乴乩乣 乯买乴乩乭乩乺乡乴乩乯乮丩方法利用凸优化技术（主要是一阶梯度下

降算法），加速核方法的求解。核方法中常用的随机优化方法包括以下四种

丨丱丩 割平面法 (cutting plane algorithm)

针对线性核学习器，乊乯乡乣乨乩乭乳提出了基于割平面法的 乓乖乍买乥乲书具有线性时间

复杂度 乛丱丹临九，之后又将割平面法扩展到结构化 乓乖乍 丨乳乴乲乵乣乴乲乵乡乬 乓乖乍丩 中。 乆乲乡乮乣

和 乓乯乮乮乥乮乢乵乲乧基于割平面法的设计出更快的线性 乓乖乍方法 丨乏乃乁乓丩 乛丱丹丵九。

丨串丩 坐标下降法 (coordinate descent)
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基于坐标下降的序列最小化优化方法 丨乓乍乏丬 乳乥乱乵乥乮乴乩乡乬 乭乩乮乩乭乡乬 乯买乴乩乭乩乺乡乴乩乯乮丩

由 乐乬乡乴乴在丱丹丹丸年发明，目前被广泛地应用于 乓乖乍的训练中 乛丳串九，首次避免了使

用二次规划方法，并在通用的 乓乖乍库 乌义乂乓乖乍中得以实现 乛临丵九。之后，乃乨乡乮乧等

又提出了原坐标下降算法 丨买乲乩乭乡乬 乣乯乯乲乤乩乮乡乴乥 乤乥乳乣乥乮乴丬 乐乃乄丩 乛丱丹丶九、对偶坐标下降算

法 丨乤乵乡乬 乣乯乯乲乤乩乮乡乴乥 乤乥乳乣乥乮乴丩 乛丱丹丷九。

丨丳丩 梯度方法 (gradient methods)

乂乯乴乴乯乵和 乂乯乵乳乱乵乥乴对常用的一阶梯度下降算法、二阶梯度下降算法、随机

梯度下降算法进行分析比较，讨论不同梯度方法的适用情况 乛丱丹丸九。

一阶随机梯度下降算法通过优化目标函数的负梯度方向来更新权重

W t+1 = W t − η
∂g(W )

∂W
,

其中 η 为学习率，g(W ) 为优化目标。 乓乨乡乬乥乶中乓乨乷乡乲乴乺 等提出的 乐乥乧乡乳乯乳 学习框

架首次将随机梯度下降方法引入到非线性 乓乖乍中，并对梯度方法求解 乓乖乍的

收敛率进行了讨论 乛丳丳九。基于 乐乥乧乡乳乯乳 方法，乏乲乡乢乯乮乡 和 乌乵乯 设计了多核学习的

随机梯度下降算法 丨乕乆乏丩 乛丹丷九。 乄乡乩 等为大规模核方法设计了双重梯度下降算法

丨乤乯乵乢乬乹 乳乴乯乣乨乡乳乴乩乣 乧乲乡乤乩乥乮乴乳丩 乛丱丳丸九。近期梯度方法动态学习率的研究也可以扩展到

核方法求解中，包括 乁乤乡乧乲乡乤 乛丱丹丹九、乁乤乡乤乥乬乴乡 乛串丰丰九、乁乤乡乭 乛串丰丱九等。

而二阶梯度下降算法，无需定义步长，能够很快收敛，定义如下

W t+1 = W − H−1 ∂g(W )

∂W
,

其中 H−1 是海塞矩阵 丨么乥乳乳乩乡乮 乭乡乴乲乩乸丩 的逆。牛顿法 丨乎乥乷乴乯乮 乭乥乴乨乯乤丩 是常用的

二阶梯度下降算法，有着收敛速度快的优点 乛串丰串九。但牛顿法在每次迭代中需要求

解海塞矩阵的逆，计算复杂，通常使用拟牛顿法 丨乱乵乡乳乩 乎乥乷乴乯乮 乭乥乴乨乯乤丩 求解近

似的海塞矩阵逆或海塞矩阵，主要包括 乄乆乐、乂乆乇乓、乂乲乯乹乤乥乮等方法 乛串丰丳九。

丨临丩 预处理共轭梯度下降方法 (preconditioning conjugate gradient, PCG)

共轭梯度下降方法 丨乣乯乮乪乵乧乡乴乥 乧乲乡乤乩乥乮乴丬 乃乇丩用于迭代求解线性方程，其迭代

次数依赖于线性方程中矩阵的条件数 丨乣乯乮乤乩乴乩乯乮 乮乵乭乢乥乲丩。预处理共轭梯度下降

方法 丨买乲乥乣乯乮乤乩乴乩乯乮乩乮乧 乣乯乮乪乵乧乡乴乥 乧乲乡乤乩乥乮乴丬 乐乃乇丩引入预处理器，降低线性方程中矩

阵条件数，从而减少求解的迭代次数。 乐乃乇 方法广泛地应用于加速核岭回归、

近似核岭回归的闭式解求解中 乛丷丸丬丱丳丹丬丱丸丵丬串丰临九。
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第第第3章章章 大大大规规规模模模半半半监监监督督督的的的核核核方方方法法法模模模型型型选选选择择择泛泛泛化化化理理理论论论研研研究究究

对于传统的半监督学习问题，输入空间为 X = Rd，输出空间为 Y ⊆ RK，

X × Y 存在一个固定但未知的联合概率密度分布 ρX×Y。考虑通用的问题设定，

当 K = 1时，输出标签为单变量，如常见的二分类、回归问题；当 K > 1时，输

出标签为多元变量，如多分类、多标签、多任务问题。对于半监督问题，有标

签训练集合 Dl = {(xi, yi)}
n
i=1 ∈ X × Y 中成对的输入、输出样本独立同分布地采

样于联合概率密度分布 ρX×Y，无标签数据集合 Du = {xi}
u
i=1 ∈ X 中输入样本独

立同分布地采样于边际概率分布 ρX。在常见的半监督学习、应用中，有标签样

本数远远少于无标签样本数，即 n � u。

核方法是求解半监督问题的常见方法，有坚实的理论基础和完备的学习框

架。核方法利用核函数 κ : X × X → R诱导的隐式特征映射 φ : X → H，将输

入样本从输入空间隐式地映射到再生核希尔伯特空间 丨乲乥买乲乯乤乵乣乩乮乧 乫乥乲乮乥乬 么乩乬乢乥乲乴

乳买乡乣乥丬 乒之么乓丩 H中，然后在 H中训练线性学习器。核函数是特征映射的内积形

式 κ(x, x ′) = 〈φ(x ′), φ(x)〉。相对于传统线性方法直接在输入空间 X 上学习模型，

核方法在通常更高维的隐式特征空间 H中学习模型，往往拥有更强大的特征表

达能力，带来了泛化性能的提升。

在本章中，首先介绍核方法的泛化理论所需要的假设空间、泛化误差、泛

化误差界等定义 乛丱丰丷丬串丰丵九；基于预备知识，再依次介绍基于核矩阵谱分析的谱度量

泛化理论、基于核函数谱分析的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化理论、基于积分算子理

论的最优泛化理论。

丳丮丱 预备知识

定义 3.1 丨假设空间丩. 核方法通过隐式特征映射 κ(x, x ′) = 〈φ(x), φ(x ′)〉H 将输入

样本映射到在再生核希尔伯特空间 H，之后在 H 上训练线性学习器 f (x) =

〈W, φ(x)〉H，对应的假设空间 Hκ 定义为

Hκ =
{

f | x → f (x) = 〈W, φ(x)〉H : ‖W ‖p ≤ 1
}
, 丨丳丮丱丩

其中，W ∈ H × Y 为核学习器对应的权重矩阵，‖W ‖p 为定义在 H上的范数用
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于正则化假设空间。 φ : X → H将输入样本 x从输入空间 X 映射到再生核希尔

伯特空间H，进而通过线性学习器 〈W, φ(x)〉H映射到输出空间 Y。

基于上述假设空间定义，（半）监督学习的目标就是最小化学习模型的泛化

误差 丨乧乥乮乥乲乡乬乩乺乡乴乩乯乮 乥乲乲乯乲丩，也叫期望误差 丨乥乸买乥乣乴乥乤 乥乲乲乯乲丩，从而最大化学习器的

泛化性能（对未知数据的预测能力）。

定义 3.2. 常见损失函数包括：分类问题使用的合页损失 丨乨乩乮乧乥 乬乯乳乳丩

`( f (x), y) =
����1 − (

y> f (x) −max
y′,y

y ′> f (x)
)����
+

.

以及回归问题使用的平方损失 丨乳乱乵乡乲乥乤 乬乯乳乳丩：

`( f (x), y) = ‖ f (x) − y‖22 .

定义 3.3 丨最小化泛化误差丩. 半监督核方法的学习目标为最小化模型泛化误差

inf
f ∈Hκ

, E( f ) =
∫
X×Y

`( f (x), y) d ρX×Y (x, y),

其中，` : Y × Y → R为定义在输出空间上的损失函数。

由于潜在的联合概率分布 ρX×Y 未知，无法直接计算模型的泛化误差。实际

上，统计学习理论中模型的学习目标为：最小化经验学习器的泛化误差与假设

空间中最优学习器的泛化误差的差异（泛化误差上界）。

定义 3.4 丨最小化经验误差丩. 令 f̂n 为假设空间中经验损失最小化假设 丨乥乭买乩乲乩乣乡乬

乲乩乳乫 乭乩乮乩乭乩乺乡乴乩乯乮丬 久乒乍丩。基于有标签训练数据 {(xi, yi)}
n
i=1，经验模型使用经验

损失最小化（久乒乍）作为学习目标进行训练

f̂n := arg min
f ∈Hκ

Ê( f ) = arg min
W ∈H

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi) + λA‖W ‖p . 丨丳丮串丩

其中 ‖W ‖p 为正则化项、λA为正则化项参数。

定义 3.5 丨最小化泛化误差界丩. 统计学习理论中，学习目标为最小化泛化误差界

inf
f̂n ∈Hκ

, E( f̂n) − E( f ∗), 丨丳丮丳丩

其中，基于训练数据集实际学得的模型 f̂n 为假设空间中经验损失最小化假设

丨乥乭买乩乲乩乣乡乬 乲乩乳乫 乭乩乮乩乭乩乺乡乴乩乯乮丬 久乒乍丩。令假设空间中中存在最优模型（即期望损失

最小的模型） f ∗，即 min f ∈Hκ
E( f ) = inf f ∈Hκ

E( f )。一般机器学习任务（如二分

类、回归任务）的泛化误差收敛率为 O(1/
√

n)。
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最优泛化性能对应于最小泛化误差，但泛化误差无法直接进行计算。如定

义 丳丮丵所示，泛化理论分析通常通过最小化泛化误差界获得更好的泛化性能。本

章使用谱度量、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、积分算子理论等工具，界定半监督核方法

泛化误差上界。通过最小化最小泛化误差上界，指导模型选择准则、大规模半

监督算法的设计。已完成工作对下面三种不同的泛化误差界进行了学习：

丨丱丩 基于核矩阵谱分析的谱度量泛化误差理论

通过核矩阵谱分析，定义出谱度量 丨乳买乥乣乴乲乡乬 乭乥乡乳乵乲乥丩，并使用谱度量建立二

分类核方法的泛化误差上界 乛串丰丶九。

丨串丩 基于核函数谱分析的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差理论

首次将局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度引入到多分类核学习器中，获得线性依赖于

样本数的泛化误差界 乛串丰丵九。针对线性多分类，建立定义在损失空间上乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度与假设空间上 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的关系，使用权重矩阵的尾部奇异值

之和界定线性多分类的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度，建立基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度的线性多分类泛化误差界 乛串丰丷九。针对多输出问题，给出通用的基于局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的半监督多输出核方法泛化误差界，分别界定核学习器对应

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度、线性学习器对应的局部 乒乡乤乥乭乡乨乣乥乲 复杂度建立对应

的核学习器泛化误差界、线性学习器泛化误差界 乛串丰丸九。

其中，多分类问题基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的泛化误差界是多输出问题

泛化误差界的特例，因此本文直接介绍针对多输出问题核学习器、线性学习器

的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差界。

丨丳丩 基于积分算子理论的最优泛化理论

基于积分算子理论，使用有效维 丨乥丛乥乣乴乩乶乥 乤乩乭乥乮乳乩乯乮丩度量假设空间大小，引

入容量假设、正则化假设，进而为结合分布式、随机特征的核岭回归方法推导

出最优泛化收敛率 乛丱丸丸九。基于积分算子理论，为结合 乎乹乳乴乲件乭采样、乐乃乇的半监

督核岭回归 丨乌乡买乒乌乓丩给出泛化理论保证 乛丱丳丵九。

丳丮串 基于谱度量的二分类泛化误差界

本节使用核矩阵的谱分解手段，给出核矩阵谱度量定义，推导最小二乘支

持向量机 丨乌乓乓乖乍丩、支持向量机 丨乓乖乍丩对应的泛化误差界。对于有监督的二分

类问题，其输出空间为 Y = {+1,−1}，使用合页损失 `( f (x), y) = |1 − y f (x)|+。
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0中1损失的二分类泛化误差定义为

E( f ) = Pr
ρX×Y
[y f (x) < 0].

二分类经验误差定义为

Ê( f ) = Pr
Dl
[y f (x) ≤ 0] .

核矩阵定义为 K = [κ(xi, x j)]
n
i, j=1，对应的正则化核矩阵为 N = K/|K|1，正

则化系数为 |K|1 =
∑n

i, j=1 κ(xi, x j)。令 (λi, vi)为规范化核矩阵 N的谱分解，

Nvi = λivi,

其中，i = 1, . . . , n。 λi 为降序排列的特征值，vi 为对应的特征向量。为方便推

导，令正则化参数为常数 |K|1 = C |K |。对于任意两个输入样本 ∀x, x ′ ∈ X，核矩
阵中元素存在上界 0 ≤ κ(x, x ′) ≤ cκ。

丳丮串丮丱 谱度量定义

核方法的泛化性能由核函数决定，而核矩阵中包含了对应核函数的信息，

反映了核函数与具体任务（由数据分布 ρX×Y 决定）的匹配程度。而核矩阵谱分

解是理解核矩阵的重要手段，本节基于核矩阵谱分解给出谱度量，从而能够将

谱分解理论应用于核方法模型选择中。

定义 3.6 丨谱度量 丨乳买乥乣乴乲乡乬 乭乥乡乳乵乲乥丬 乓乍丩丩. 令 (λi, vi)为正则化核矩阵 N的谱分解，

i = 1, . . . , n。假定 ϕ : R+ → R+ 为正实数上的函数，对于任意 i ∈ {1, . . . , n}，存

在 ϕ(λi) ≤ λi。核矩阵 K 的谱度量定义为

SM(κ, ϕ) :=
1
n

n∑
i=1

ϕ(λi)〈y, vi〉
2,

其中，y = (y1, . . . , yn)
T。

接下来，给出满足条件 ϕ(λi) ≤ λi 的两种形式为

• 合页形式为 h ≥ 0

ϕ(λi) =


0 乩书 λi ≤ h,

λi 其他.
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• 高阶形式为

ϕ(λi) = λ
r
i , r ≥ 1.

对于合页形式，存在截断值 h，可以很容易地验证 ϕ(λi) ≤ λi；对于高阶形

式，由正则化核矩阵N的定义可知 0 ≤ λi ≤ 1，所以高阶形式也满足 ϕ(λi) ≤ λi。

当特征值 λi 非常小的时候，合页形式为 ϕ(λi) = 0，而高阶形式趋近于丰，

即 ϕ(λi) → 0。核矩阵对应的小特征值由噪声造成 乛串丰丹九，而函数 ϕ : R+ → R+的使

用能够达到去除噪声的作用。

丳丮串丮串 LSSVM的谱度量泛化误差界

基于定义 丳丮临 中经验风险最小化定义 丨丳丮串丩，最小二乘支持向量机 丨乌乓乓乖乍丩

使用平方损失 `( f (x), y) = ( f (x) − y)2，经验误差最小化学习器为为

f̂n = arg min
f ∈Hκ

{
n∑
i=1

`( f (xi), yi) + λA‖W ‖
2
H

}
, 丨丳丮临丩

在推导 乌乓乓乖乍的谱度量泛化误差界之前，首先推导出引理 丳丮丱给出经验误

差与谱度量的关系。接下来再介绍由 乇乡乯等给出的定理 乛串丱丰九，该定理讨论了泛化

误差与经验误差的关系。

引理 3.1. 给定有标签数据集 Dl = {(xi, yi)}
n
i=1，对于 LSSVM 假设空间中任意学

习器 f ∈ Hκ，存在

1
n

n∑
i=1

yi f (xi) ≥ c0 · SM(κ, ϕ). 丨丳丮丵丩

证明. 由乌乓乓乖乍学习器 丨丳丮临丩、平方损失，乌乓乓乖乍存在闭式解 ( f (x1), . . . , f (xn))
T =

Kα.其中，α = [K + λAI]−1y。因此有

n∑
i=1

yi f (xi) = yTKα = yTK[K + λAI]−1y. 丨丳丮丶丩

令 (βi, vi)为核矩阵 K的谱分解，则

yTK[K + λAI]−1y =
n∑
i=1

βi
λA + βi

〈y, vi〉
2. 丨丳丮丷丩

由 Tr(K) ≤ |K|1 = C |K |，可得

βj

C |K |
≤

Tr(K)
C |K |

≤ 1.

串丹



大规模半监督的核方法模型选择研究

根据等式 丨丳丮丷丩，可得

yTK[K + λAI]−1y =
n∑
i=1

βi/C |K |
βi/C |K | + λA/C |K |

〈y, vi〉
2 ≥

n∑
i=1

βi/C |K |
1 + λA/C |K |

〈y, vi〉
2.

规范化核矩阵 N对应特征值为 λi = βi/|K|1 = βi/C |K |，特征向量为 vi。故有

yTK[K + λAI]−1y ≥
n∑
i=1

λi
1 + λA/C |K |

〈y, vi〉
2. 丨丳丮丸丩

由函数 ϕ(λi) ≤ λi，结合 丨丳丮丶丩、丨丳丮丷丩、丨丳丮丸丩，可得
n∑
i=1

yi f (xi) ≥

n∑
i=1

ϕ(λi)

1 + λA/C |K |
〈y, vi〉

2 = c0 · SM(κ, ϕ).

其中，c0 =
C|K|

n(C|K|+λA)
。 �

引理 3.2 丨定理 丸 乛串丱丰九丩. 有标签数据集 Dl = {(xi, yi)}
n
i=1 独立同分布采样于分布

ρX×Y，且样本个数 n ≥ 5。对于任意 f ∈ Hκ, δ ∈ (0, 1)，以至少 1 − δ的概率存在

E( f ) ≤ 2
n
+ inf
θ∈(0,1]

[
Pr
Dl
[y f (x) ≤ θ] +

7µ + 3
√

3µ
3n

+

√
3µ
n

Pr
Dl
[y f (x) ≤ θ]

]
,

其中，µ = 8
θ2 ln n ln(2n) + ln 2n

δ
。

定理 3.3. 假设 ‖W ‖H ≤ 1，假设空间中最优模型泛化误差能够取到 inf f ∈Hκ
E( f ) =

0。LSSVM的经验模型 f̂n由 丨丳丮临丩给出。对于随机采样的训练集Dl = {(xi, yi)
n
i=1}，

其训练样本个数 n ≥ 5，以至少 1 − δ的概率存在如下泛化误差界

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ 1 − c0 · SM(κ, ϕ) + inf
θ∈(0,1]

[
θ +

7µ + 3
√

3µ + 6
3n

+

√
3µ
n

]
,

其中，µ = 8
θ2 ln n ln(2n) + ln 2n

δ
， c0 =

C|K|λA

C|K|+λA
。

证明. 松弛后的经验误差定义为

Pr
Dl
[y f̂n(x) ≤ θ] =

1
n

n∑
i=1

1
[yi f̂n(xi )−θ]

,

如果 t < 0则 1[t] = 1，否则 1[t] = 0。易得

Pr
Dl
[y f̂n(x) ≤ θ] ≤

1
n

n∑
i=1

max
{
0, 1 − yi f̂n(xi) + θ

}
. 丨丳丮丹丩

从假设空间的定义可知 1 − yi f̂n(xi) + θ > 0。因此，基于等式 丨丳丮丹丩，可得

Pr
Dl
[y f̂n(x) ≤ θ] ≤

1
n

n∑
i=1

(1 − yi f̂n(xi) + θ). 丨丳丮丱丰丩
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根据等式 丨丳丮丱丰丩、等式 丨丳丮丵丩，易得

Pr
Dl
[y f̂n(x) ≤ θ] ≤ 1 + θ −

1
n

n∑
i=1

yi f̂n(xi) ≤ 1 + θ − c0 · SM(κ, ϕ). 丨丳丮丱丱丩

将等式 丨丳丮丱丱丩带入引理 丳丮串中，可证得

Pr
Dl
[y f̂n(x) < 0] ≤

2
n
+ inf
θ∈(0,1]

[
[1 + θ − c0 · SM(κ, ϕ)] +

7µ + 3
√

3µ
3n

+

√
3µ
n

]
.

又由经验误差定义为 E( f̂n) = PrDl [y f̂n(x) < 0]，而最小化泛化误差 E( f ∗) =

inf f ∈Hκ
E( f ) = 0，可证得定理。 �

丳丮串丮丳 SVM的谱度量泛化误差界

基于定义 丳丮丱中假设空间 Hκ， 乓乖乍使用合页损失 `( f (x), y) = |1 − y f (x)|+，

经验最小化 丨久乒乍丩学习器定义为 丨丳丮临丩。类似于 乌乓乓乖乍中的推导，在推导 乓乖乍

的谱度量泛化误差界之前，首先推导出引理 丳丮丱给出经验误差与谱度量的关系。

引理 3.4. 给定有标签数据集 Dl = {(xi, yi)}
n
i=1，对于 SVM假设空间中任意学习器

f ∈ Hκ，存在如下不等式

1
n

n∑
i=1

yi f (xi) ≥ C |K |

(
SM(κ, ϕ) +

Cλ

n

)
,

其中，Cλ = min{−1, 1 − 1
2λA
}。

证明. 由表示定理可得 f (x) =
∑n

i=1 αiK(xi, x),其中，α是 乓乖乍的对偶解。可得

1
n

n∑
i=1

yi f (xi) =
1
n
yTκ(y ⊗ α), 丨丳丮丱串丩

其中，⊗为矩阵中相同位置元素点对点乘积（称为 么乡乤乡乭乡乲乤乘积丩。易得

yTκ(y ⊗ α) − yTKy

=
[ ∑
yi=y j

αiKi j −
∑
yi,y j

αiKi j

]
−

[ ∑
yi=y j

Ki j −
∑
yi,y j

Ki j

]
=

[ ∑
yi=y j

αiKi j +
∑
yi,y j

Ki j

]
−

[ ∑
yi,y j

αiKi j +
∑
yi=y j

Ki j

]
≥

∑
i, j

min{αi, 1} ·Ki j −
∑
i, j

max{αi, 1} ·Ki j

=
∑
i, j

(min{αi, 1} −max{αi, 1}) ·Ki j

=
∑
i, j

ciKi j, 丨丳丮丱丳丩
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其中，ci = min{αi, 1} −max{αi, 1}。由 0 ≤ αi ≤
1

2λA
，可得

ci = min{αi − 1, 1 − αi} ≥ min{−1, 1 −
1

2λA

} =: Cλ.

由等式 丨丳丮丱丳丩，可得

yTκ(y ⊗ α) − yTKy ≥ Cλ

∑
i, j

Ki j = Cλ · C |K | .

因此可得

yTκ(y ⊗ α) ≥ dC + yTKy = CλC |K | +
∑
i

βi〈yi, ui〉
2 =

CλC |K | + C |K |
∑
i

λi〈yi, vi〉
2 ≥ CλC |K | + C |K |

∑
i

ϕ(λi) · 〈yi, vi〉
2,

其中，(βi, ui)为核矩阵 K的谱分解。引理得证。 �

定理 3.5. 假设 ‖W ‖H ≤ 1，假设空间中最优模型泛化误差能够取到 inf f ∈Hκ
E( f ) =

0。 SVM的经验模型 f̂n 由 丨丳丮临丩给出。对于随机采样的训练集 Dl = {(xi, yi)
n
i=1}，

其训练样本个数 n ≥ 5，以至少 1 − δ的概率存在如下泛化误差界

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ 1 − C |K | · SM(κ, ϕ)+

inf
θ∈(0,1]

[
θ +

7µ + 3
√

3µ + 3/(2λA) − 3Cλ

3n
+

√
3µ
n

]
,

其中，µ = 8
θ2 ln n ln(2n) + ln 2n

δ
，Cλ = min{−1, 1 − 1

2λA
}。

证明. 结合引理 丳丮临、等式 丨丳丮丱丰丩，可得

Pr
Dl
[y f̂n(x) ≤ θ] ≤ 1 + θ − C |K | · SM(κ, ϕ) −

CλC |K |
n

. 丨丳丮丱临丩

经验误差定义为E( f̂n) = PrDl [y f̂n(x) < 0]，而最小化泛化误差E( f ∗) = inf f ∈Hκ
E( f ) =

0。将等式 丨丳丮丱临丩带入引理 丳丮串中，定理得证。 �

丳丮丳 基于谱分析的 Rademacher复杂度泛化理论

假设空间复杂度是统计学习理论中进行泛化理论分析的关键工具，包括 乖乃

维、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、覆盖数等假设空间复杂度度量。由于乖乃维与给定数据

分布无关 丨乤乩乳乴乲乩乢乵乴乩乯乮 书乲乥乥丩、数据独立 丨乤乡乴乡 乩乮乤乥买乥乮乤乥乮乴丩的，乖乃维在估计模型泛
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化误差界上通常过于保守。之乯乬乴乣乨乩乮乳乫乩乩、乂乡乲乴乥乬乥乴乴等将数据依赖 丨乤乡乴乡 乤乥买乥乮乤乥乮乴丩

的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度引入到泛化理论研究中，获得了更紧致的泛化误差界及更

快的收敛速度 乛临丹丬串丱丱九。 乂乡乲乴乥乬乥乴乴等的进一步研究发现，对模型泛化性能起关键作

用的不是定义在整个假设空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，而是由较小方差的函数

构成的假设空间的子空间，从而提出了局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的概念 乛丶丵九。

针对通用核方法假设空间定义的多输出问题（定义 丳丮丱），本节使用局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度对半监督方法使用的核学习器、线性学习器的泛化误差界进

行分析，并使用无标签数据提升核方法、线性方法的泛化性能。

多输出学习器预测函数产生 K 个输出，该函数为 f : Rd → RK。基于定义

丳丮丱中假设空间 丨丳丮丱丩，在泛化理论分析中，核方法使用 `2,1范数，即 ‖W ‖2,1 ≤ 1；

线性方法使用迹范数 ‖W ‖∗ ≤ 1。为方便推导，使用有界的损失函数 ` : Y ×Y →

[0,C`]，其中 C` > 0为常数。同时，通过正则化手段对核函数的特征映射进行限

制 〈φ(x), φ(x)〉 ≤ 1，从而对于核学习器有 supx∈X κ(x, x) ≤ 1，对于近似核学习器

有 E [φM (x)
>φM (x)] ≤ 1，对于线性学习器有 E [x>x] ≤ 1。

核学习器 令 κ : X × X → R 为 乍乥乲乣乥乲 核，核函数为特征映射的内积

形式 κ(x, x ′) = 〈φ(x), φ(x ′)〉H，对应特征映射为 φ : Rd → H。核学习器为

f (x) = 〈W, φ(x)〉H, ∀x ∈ X，其中W ∈ H × Y。对于大规模数据，核方法存在计

算效率、存储需求的瓶颈，其时间复杂度、空间复杂度均不小于 O(n2)。

近似核学习器 乒乡乨乩乭乩和 乒乥乣乨乴在串丰丰丷年 乛丳丱九提出了使用随机傅里叶特征来近

似平移不变核（包括高斯核、拉普拉斯核等），并得到进一步发展 乛丱丷丵丬丱丷丶九。除平

移不变核以外，已有研究使用随机特征近似其他类型核函数，包括点积核（包

括线性核、多项式核等） 乛丱丷丷丕丱丷丹九、半群核 乛丱丸串九等。使用随机特征近似核函数可以

形式化地写做 κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉，其中 φ(·)显式的特征映射 φM : Rd →

RM。近似核学习器可以写为 f (x) = W>φM (x), ∀x ∈ X，其中 W ∈ RM×K。通过

随机特征近似核函数得到的学习器的求解优化效率与线性学习器类似，而实际

泛化性能与原始核方法类似。

线性学习器 不使用特征映射，直接在输入空间 X = Rd 上进行学习。线性

学习器可以写为 f (x) = W>x, ∀x ∈ X，其中W ∈ Rd×K。

本节首先建立定义在损失空间上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度与定义在假设空间

上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的关联。并使用定义在假设空间上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

丳丳



大规模半监督的核方法模型选择研究

复杂度，为半监督核方法推导出通用的泛化误差界。通过核函数的特征值分解，

界定半监督核学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，给出半监督核学习器的泛化误

差界；通过线性权重的特征值分解，界定半监督线性学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度，给出半监督线性学习器的泛化误差界。

丳丮丳丮丱 Rademacher复杂度定义

基于假设空间 Hκ，首先给出损失空间的定义，再分别介绍定义在损失空间

上的全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。假设空间 Hκ 对应损失

空间定义为

L =
{
`( f (x), y)

�� f ∈ Hκ

}
. 丨丳丮丱丵丩

定义 3.7 丨损失空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度丩. 损失空间 L定义为等式 丨丳丮丱丵丩的形

式。基于有标签数据集 Dl，损失空间 L的经验 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度定义为为

R̂(L) = 1
n
Eε

[
sup
`∈L

n∑
i=1

εi`( f (xi), yi)

]
, 丨丳丮丱丶丩

其中，εi 为相互独立的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲随机变量，以相同概率取得 +1与 −1。其对

应的期望 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度为 R(L) = E R̂(L)。

定义 3.8 丨损失空间上的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度丩. 对于任意 r > 0，损失空间的

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 L定义为

R(Lr ) = R
({
`f

�� `f ∈ L, E (`f − `f ∗)2 ≤ r
})
, 丨丳丮丱丷丩

其中，`f ∗ 对应于假设空间中最优学习器最小的泛化误差。 E (`f − `f ∗)
2 ≤ r 界定

出与最优误差相近的假设空间子空间。

从全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 丨丳丮丱丶丩到局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 丨丳丮丱丷丩，围绕最

小泛化误差 `f ∗ 以固定半径选取球形子空间 Lr ⊆ L，对应的假设空间子空间为

Hr = { f
�� f ∈ Hκ, E (`f − `f ∗)

2 ≤ r}. 丨丳丮丱丸丩

从定义 丳丮丷可以看出定义在损失空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度依赖于样本标

签 {yi}
n
i=1，因此定义在损失空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度是标签相关的。接下来

介绍定义在假设空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，该复杂度与样本标签无关，在有

标签数据集 Dl 和无标签数据集 Du 上均可以进行估计。
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定义 3.9 丨假设空间上的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度丩. 令局部假设空间 Hr 定义为

丨丳丮丱丸丩 形式。基于有标签数据集 Dl、无标签数据集 Du，假设空间上的局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度定义为：

R̂(Hr ) =
1

n + u
Eε

[
sup
f ∈Hr

n+u∑
i=1

K∑
k=1

ε ik fk(xi)

]
,

其中 fk(xi)为预测函数 f (xi)产生K维输出向量中的第 k个值，ε ik为 (n+u)×K个

的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲随机变量。对应的期望 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度为 R(Hr ) = E R̂(Hr )。

丳丮丳丮串 通用的半监督局部 Rademacher复杂度泛化误差界

基于多变量输出的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差界，需要使用如下假设

假设 3.6 丨L中乌乩买乳乣乨乩乴乺连续丩. 对于 RK 变量的 `2 范数，假设多输出学习器的损失

函数 ` : Y × Y → R+满足 L-Lipschitz连续

|`( f (x), y) − `( f ′(x ′), y)| ≤ L‖ f (x) − f ′(x ′)‖2,

其中 (x, y) ∈ X × Y，任意输入 x ′ ∈ X，预测函数 f , f ′ ∈ Hκ : X → Y。

损失函数 ` 的 乌乩买乳乣乨乩乴乺 连续假设是凸损失函数的正则化算法的通用假设。

假设 丳丮丶是多变量输出问题的常见假设，可以推广到结构化预测 乛串丱串九。利用 乌乩买乳中

乣乨乩乴乺条件和 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的收缩引理 丨乣乯乮乴乲乡乣乴乩乯乮 乬乥乭乭乡丩 乛串丱串丬串丱丳九，从而进一

步建立了损失空间上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度和假设空间上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复

杂度之间的关联。

引理 3.7 丨引理 丵 乛串丱串九丩. 令损失函数 `满足假设 3.6，则存在如下收缩不等式

R(Lr ) ≤
√

2LR(Hr ).

乃乯乲乴乥乳等 乛串丱串九和乍乡乵乲乥乲 乛串丱丳九分别给出了上述引理的证明，在证明过程中使用

了 之乨乩乮乴乣乨乩乮乥不等式。引理 丳丮丷中的收缩不等式是分析多变量输出问题泛化性能

力的关键工具，连接了定义在损失空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度和定义在假设空

间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度。假设空间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 R(Hr ) 不依赖于

标签，因此将该输出无关的复杂度分析半监督核方法的泛化误差界。

引理 3.8 丨定理 丳丮丳 乛丶丵九丩. 令 Z 为 (z1, · · · , zm) ∈ Zm 的任意集合。对于上下界为

[a, a′]的有界函数 G : Z → R，假设存在函数 T : G → R+及常量 α，因此有任意
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g ∈ G， Var(g) ≤ T(g) ≤ α Pr(g)。假设存在次根函数 ψ、对应的固定点 r∗，对于

任意 r ≥ r∗满足

ψ(r) ≥ α R ({g ∈ G : T(g) ≤ r}) . 丨丳丮丱丹丩

对于任意 K > 1, δ ∈ (0, 1)，以至少 1 − δ的概率存在如下不等式

Pr(g) ≤
K

K − 1
P̂r(g) + c1r∗ + c2

log(1/δ)
m

, 丨丳丮串丰丩

其中，c1 =
704K
α
， c2 = 11(a′ − a) + 26Kα， Pr(g) = E[g(z)] 为期望值，P̂r(g) =

1
m

∑m
i=1 g(xi)为采样样本 Zm上的经验估计。

定理 3.9 丨半监督局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差界丩. 令损失函数满足假设 3.6。

ψ(r)为次根函数 (sub-root function)，r∗为 ψ的固定点。若任意 r ≥ r∗满足

ψ(r) ≥
√

2C`LR(Hr ). 丨丳丮串丱丩

则对于任意δ ∈ (0, 1)，则以至少 1 − δ的概率存在

E( f̂n) − E( f ∗) ≤
705
C`

r∗ +
49C` log(1/δ)

n
, 丨丳丮串串丩

其中 f̂n ∈ Hκ 为假设空间中经验误差最小的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为假设空间中泛化

误差最小的学习器。 C` 为损失函数上界 ` ∈ [0,C`]。

证明. 根据引理 丳丮丸，对于任意样本(x, y) ∈ X ×Y，令 g = `( f̂n(x), y)−`( f ∗(x), y)，

其中 f̂n ∈ Hκ 为经验损失最小化对应学习器， f ∗ ∈ Hκ 为期望损失最小化对应学

习器丮 因此，泛化误差界可以写为 Pr(g) = E( f̂n) − E( f ∗)。

第一步: 丨丳丮串丰丩 → 丨丳丮串串丩。 由于学习器 f̂n 对应于最小的经验损失，因此有

P̂r(g) ≤ Ê( f̂n) − Ê( f ∗) ≤ 0。所以可以省略不等式 丨丳丮串丰丩中的 P̂r(g)，可得

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ c1r∗ + c2
log(1/δ)

n
. 丨丳丮串丳丩

损失函数 ` 有界并界定在 [0,C`]，引理 丳丮丸 中存在 g ∈ [−C`, C`]， a′ = C`, a =

−C`。同时， E( f ∗)为泛化损失的下确界，可得 Pr(g) = E( f̂n)−E( f ∗) ∈ [0,C`]。方

差满足 乖乡乲(g) = Pr(g2) − [Pr(g)]2 ≤ Pr(g2) ≤ C` Pr(g)。令 T(g) = Pr(g2)，α = C`。

在不等式 丨丳丮串丳丩中，令 α = C`， a = −C`， a′ = C` 及 K > 1，可得 丨丳丮串串丩。
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第二步: 丨丳丮丱丹丩 → 丨丳丮串丱丩。 将方差设置为 T(g) = Pr(g2)。因此可得，局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 R ({ f ∈ F : T(g) ≤ r}) 转变为 R({E [` f̂n − `f ∗]
2 ≤ r})，其中

`f = `( f (x), y)为损失空间中任意损失函数 ` ∈ L，样本 (x, y) ∈ X × Y，于定义

丳丮丸中的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度定义相同R(Hr )。同样地，不等式 丨丳丮丱丹丩需要次

根函数 ψ1以满足

ψ1(r) ≥ C`R(Lr ). 丨丳丮串临丩

使用引理 丳丮丷中的收缩熟悉，可得

√
2C`LR(Hr ) ≥ C`R(Lr ). 丨丳丮串丵丩

考虑使用满足以下条件的次根函数 ψ(r)

ψ(r) ≥
√

2C`LR(Hr ). 丨丳丮串丶丩

结合 丨丳丮串丵丩、丨丳丮串丶丩，可得次根函数 ψ满足条件 丨丳丮串临丩，证得不等式 丨丳丮串丱丩丮 �

传统的由局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差界使用定义在标签相关的损失空

间上的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 R(Lr )
乛丶丵九，只能在有标签数据集 Dl 上进行估计，其

收敛率通常为 O(1/
√

n)。而定理 丳丮丹 使用定义在标签无关的假设空间上的局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 R(Hr )，给出了通用的半监督多输出泛化误差界，可以在有

标签数据集 Dl、无标签数据集 Du 上进行估计，其收敛率通常为 O(1/
√

n + u)。

因此，通过建立有监督的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 R(Lr ) 和半监督的局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度R(Hr )的关联，本文将 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的泛化误差分析扩

展到半监督学习上，从而使用额外的无标签获得更紧的泛化误差界。

注. 当训练数据中没有无标签数据，即 u = 0 时，局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度退化

为全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。定理 丳丮丹中基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的半监督泛

化误差界变为有监督泛化误差界 乛串丰丵九。从定理 丳丮丹可以看出，泛化误差界取决于

R(Hr )、O(1/n) 两项，因此泛化误差界的收敛率最快的情况为 O(1/n)。尽管最

优收敛率 O(1/n) 与无标签数据个数 u 无关，但无标签数据可以减小 O(1/n) 项

前的常数，从而使得泛化误差界更紧。
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丳丮丳丮丳 半监督核方法的泛化误差界

本节首先在定理 丳丮丱丰 中介绍了全部数据（包括有标签数据、无标签数据）

上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度估计 R(Hr )，该复杂度主要依赖于核函数的尾部特征

值之和。然后，通过将局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度（定理 丳丮丱丰）带入到通用的泛化

误差界（定理 丳丮丹）中，推导出半监督核方法的泛化误差界 丨推论 丳丮丱丱丩。

核学习器诱导的特征映射 φ : X → H将输入样本从输入空间 X 映射到再生

核希尔伯特空间H。使用W的 `2,1范数来正则化假设空间 ‖W ‖2,1 =
∑K

k=1 ‖W ·k ‖2，

其中W ·k 代表权重矩阵W的第 k 列。

定理 3.10 丨半监督核学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度丩. 令核函数由对应积分算

子 Lκ 的特征值、特征函数线性表征 κ(x, x ′) =
∑∞

j=1 λjϕj(x)
>ϕj(x)，其中特征值

(λj)
∞
j=1 呈降序排列。使用 ‖W ‖2,1 ≤ 1作为假设空间正则化。任意 r > 0，存在

R(Hr ) ≤ 2
√

1
n + u

min
θ≥0

( θr
4L2 +

∑
j>θ

λj

)
. 丨丳丮串丷丩

证明. 基于收缩引理（引理 丳丮丷），乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲随机变量 εi 的对称性，及范数不

等式 ‖ f ‖2 ≤ ‖ f ‖1，可得

R(Hr )

=R( f ∈ Hκ : E[L2‖ f − f ∗‖22] ≤ r)

=R( f − f ∗ : f ∈ Hκ,E[‖ f − f ∗‖22] ≤
r
L2 )

≤ R( f − g : f , g ∈ Hκ,E[‖ f − g‖22] ≤
r
L2 )

= 2R( f : f ∈ Hκ,E[‖ f ‖2] ≤
√

r
2L
)

≤ 2R( f : f ∈ Hκ,E[‖ f ‖1] ≤
√

r
2L
).

令 ‖W ‖p = ‖W ‖2,1 =
∑K

k=1 ‖W k ‖2。构造新的假设空间 H2,1，以满足如下条件

R(Hr ) ≤ 2R(H2,1) 丨丳丮串丸丩

其中，假设空间 H2,1构造为

H2,1 = {x → W>φ(x) : ‖W ‖2,1 ≤ 1,E[‖ f ‖1] ≤
√

r
2L
}.
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对于任意 θ ∈ N0
+，经验 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度中右边写为

1
n + u

n+u∑
i=n+1

K∑
k=1

ε ik 〈W ·k, φ(xi)〉

=
1

n + u

K∑
k=1

〈
W,

n+u∑
i=n+1

ε ikφ(xi)

〉
=

K∑
k=1

[〈 θ∑
j=1

√
λj 〈W ·k, ϕj〉ϕj,

θ∑
j=1

1√
λj

〈
1

n + u

n+u∑
i=n+1

ε ikφ(xi), ϕj

〉
ϕj

〉
+

〈
W ·k,

∑
j>θ

〈
1

n + u

n+u∑
i=n+1

ε ikφ(xi), ϕj

〉
ϕj

〉]
.

丨丳丮串丹丩

为方便表示，令

Πjk =

〈
1

n + u

n+u∑
i=n+1

ε ikφ(xi), ϕj

〉
. 丨丳丮丳丰丩

使用等式 丨丳丮丳丰丩丬 乃乡乵乣乨乹中乓乣乨乷乡乲乺不等及 乊乥乮乳乥乮不等式丬将不等式 丨丳丮串丹丩写为

R(H2,1)

= E

[
sup
f ∈H2,1

n+u∑
i=n+1

K∑
k=1

ε ik
〈
W ·k, φ(xi)

〉]
≤ sup

f ∈H2,1

K∑
k=1

√√√(
θ∑
j=1

λj 〈W ·k, ϕj〉
2

) (
θ∑
j=1

1
λj

E [Π2
jk
]

)
+

K∑
k=1

‖W ·k ‖2

√∑
j>θ

E [Π2
jk
].

丨丳丮丳丱丩

使用特征值分解，存在 E [|hy |] =
√∑∞

j=1 λj 〈W ·k, ϕj〉
2，易得

K∑
k=1

√√√ θ∑
j=1

λj 〈W ·k, ϕj〉
2 ≤ E[‖ f ‖1] ≤

√
r

2L
. 丨丳丮丳串丩

将等式 丨丳丮丳串丩、正则化项 ‖W ‖2,1 ≤ 1带入等式 丨丳丮丳丱丩中，可得

R(H2,1)

≤ min
θ≥0≤n+u

√
r

2L

√√√ θ∑
j=1

1
λj

E [Π2
jk
] +

√∑
j>θ

E [Π2
jk
].

丨丳丮丳丳丩
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由特征值分解可得，E 〈φ(x), ϕj〉
2 = λj。应用 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲变量的对称性，可得

E [Π2
jk]

=
1

(n + u)2
E

n+u∑
i,l=1

ε ikε lk 〈φ(xi), ϕj〉〈φ(xl), ϕj〉

=
1

(n + u)2

n+u∑
i=n+1

E 〈φ(x), ϕj〉
2

=
λj

n + u
.

丨丳丮丳临丩

将不等式 丨丳丮丳丳丩、等式 丨丳丮丳临丩带入不等式 丨丳丮串丸丩，可得

R(Hr ) ≤ 2R(H2,1) ≤ min
θ>0

1
L

√
θr

n + u
+ 2

√∑
j>θ

λj

n + u
.

定理得证。 �

定理 丳丮丱丰 说明期望意义下局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 R(Hr ) 由核函数对应积

分算子 Lκ 的尾部特征值之和所决定。对应局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 R̂(Hr )的经

验估计可以使用核矩阵的尾部特征值之和界定。所使用的特征值由截断点 θ 分

为两部分：截断点 θ 前的较大特征值、截断点 θ 后的较小特征值。

注. 值得注意的是，由于正则化项 W ∈ H × RK 丨乥丮乧丮 W 2,1 ≤ 1丩潜在地与类别个

数 K 相关，当类别个数 K 较大时，限制更为严格。

推论 3.11 丨半监督核学习器的泛化误差界丩. 使用核函数 supx∈X κ(x, x) ≤ 1、正则

化项 ‖W ‖2,1 ≤ 1，同时令损失函数满足假设 3.6。以至少 1− δ的概率，存在如下

的泛化误差界

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ cL,`

(
r∗ +

log(1/δ)
n

)
, 丨丳丮丳丵丩

固定点 r∗存在上界

r∗ ≤ min
θ≥0

(
θ

n + u
+

√
1

n + u

∑
j>θ

λj

)
,

其中， f̂n ∈ Hκ 为假设空间中经验损失最小的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为期望损失最小

的学习器。 cL,` 为仅依赖于 L，C` 的常数。

临丰



第丳章 大规模半监督的核方法模型选择泛化理论研究

上述泛化误差界的最差情况为取全部尾部特征值作，即令 θ = 0，局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度退化为全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度丬 依赖于全部的特征值之和

（核函数的迹）。对应泛化误差界 E( f̂n) − E( f ∗)的最差情况为

E( f̂n) − E( f ∗) = O
(√

1
n + u

+
1
n

)
.

有限秩核 当核 κ 存在有限秩 θ，也就是对于下标大于秩的尾部特征值全部为

0，∀ j > θ, λj = 0。很多核函数满足秩有限的条件，如线性核、多项式核。对

于线性核 κ(x, x ′) = 〈x, x ′〉，对应的秩最大为 θ = d。对应多项式核 κ(x, x ′) =

(〈x, x ′〉 + 1)p，其对应秩最大为 θ = p + 1。因此，乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的收敛率与

样本个数而不是样本个数的平方根成反比

r∗ = O
(

θ

n + u

)
.

指数级衰减特征值某些核函数的特征值呈指数级下降
∑

j>θ λj = O(exp(−θ))，如

高斯核 乛临临丬丶丵九。通过使用 θ = log(n + u)作为截断下标，可得

r∗ = O
(
log(n + u)

n + u

)
.

秩有限的核、特征值呈指数级衰减的核对应固定点均主要依赖于 O(1/(n +

u))，比只使用有标签数据的固定点O(1/n)要紧很多，很大程度上减少了O(1/n)

前的常数项。这两种核包括了常见的高斯核、多项式核、线性核，对应的固定

点 r∗ 数量级较小，在泛化误差界 丨丳丮丳丵丩上不起作用。因此其泛化误差界主要依

赖于 丨丳丮丳丵丩中的第二项，而且该项常数较小

E( f̂n) − E( f ∗) = O
(1
n

)
.

由于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度获取了更小的假设空间，通常能够获得更紧的

泛化误差界。局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的研究已经引起了广泛关注 乛临丷丬丶丳丬串丱临丬串丱丵九，

均使用了基于核矩阵谱分解、核函数谱分解的手段，使用尾部特征值对局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度进行界定。

丳丮丳丮临 半监督线性学习器的泛化误差界

本节首先基于权重矩阵 W 的奇异值分解 丨乳乩乮乧乵乬乡乲 乶乡乬乵乥乳 乤乥乣乯乭买乯乳乩乴乩乯乮丬

乓乖乄丩，对线性学习器 f (x) = W>x 的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度进行界定。理

临丱
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论结果 丨定理 丳丮丱串丩显示局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度可以使用 W 的尾部奇异值之和

进界定。将复杂度估计（定理 丳丮丱串）带入到通用泛化误差界（定理 丳丮丹）中，最

终得到半监督线性方法的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差界 丨推论 丳丮丱丳丩。

定理 3.12 丨半监督线性学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度丩. 对权重矩阵W 使用奇

异值分解，W = UΣV>，其中 U，V 为特征向量组成的酉阵，Σ 为对角矩阵，

由降序奇异值 {λ̃j} 构成。令损失函数满足假设 3.6，E [x>x] ≤ 1 及正则化项

‖W ‖∗ ≤ 1。线性学习器对应的局部 Rademacher复杂度R(Hr )上界为

R(Hr ) ≤ 2
√

1
n + u

min
θ≥0

( θr
4L2 +

∑
j>θ

λ̃2
j

)
.

证明. 基于引理 丳丮丷、乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲变量的对称性以及 E [x>x] ≤ 1，可得

R(Hr )

=R
(
f ∈ Hκ : E[L2‖ f − f ∗‖22] ≤ r

)
=R

(
f − f ∗ : f ∈ Hκ,E[‖ f − f ∗‖22] ≤

r
L2

)
≤ R

(
f − g : f , g ∈ Hκ,E[‖ f − g‖22] ≤

r
L2

)
= 2R

(
f : f ∈ Hκ,E[‖ f ‖22] ≤

r
4L2

)
= 2R

(
f : f ∈ Hκ,E[x

>WW>x] ≤
r

4L2

)
= 2R

(
f : f ∈ Hκ,E[‖WW>‖] ≤

√
r

2L
)

= 2R
(
HW

r

)
.

丨丳丮丳丶丩

上述不等式对 W 进行了限制，可得 E [‖WW>‖] ≤
√
r

2L，可以用于界定 W 相关

项。局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度R
(
HW

r

)
可以写为

R
(
HW

r

)
= E

[
sup
f ∈HW

r

1
n + u

n+u∑
i=n+1

K∑
k=1

ε ik fj(xi)

]
= E

[
sup
f ∈HW

r

1
n + u

n+u∑
i=n+1

K∑
k=1

ε ikW
>
· jφ(xi)

]
= E

[
sup
f ∈HW

r

K∑
k=1

W>
· j

(
1

n + u

n+u∑
i=n+1

ε ikφ(xi)

)]
= E

[
sup
f ∈HW

r

〈W, Xε〉

]
,

丨丳丮丳丷丩
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其中 W, Xε ∈ R
d×K，〈W, Xε〉 = 乔乲

(
W>Xε

)
表示迹范数。将数据相关矩阵 Xε 定

义如下为

Xε :=

[
1

n + u

n+u∑
i=n+1

ε i1φ(xi), · · · ,
1

n + u

n+u∑
i=n+1

ε iKφ(xi)

]
.

类似于 乛串丱丵九中定理 丵的证明流程，使用奇异值分解 丨乓乖乄丩可得

W =
∑
j≥1

u jv
>
j λ̃j,

其中 u j，v j 为正交奇异向量 u j、v j。因此，存在如下不等式

〈W, Xε〉

≤

θ∑
j=1

〈
u jv

>
j λ̃j, Xεu ju

>
j

〉
+

∑
j>θ

〈
W, Xεu ju

>
j

〉
≤

〈
θ∑
j=1

u jv
>
j λ̃j,

θ∑
j=1

Xεu ju
>
j

〉
+

〈
W,

∑
j>θ

Xεu ju
>
j

〉
≤

 θ∑
j=1

u jv
>
j λ̃

2
j


 θ∑
j=1

Xεu ju
>
j λ̃
−1
j

 + ‖W ‖∗
∑
j>θ

Xεu ju
>
j

 .
接下来，对上面不等式中的正则化项进行界定。根据假设空间定义 HW

r ，存在

E[‖WW>‖] ≤
√
r

2L。因此可得 θ∑
j=1

u jv
>
j λ̃

2
j

 =  θ∑
j=1

u ju
>
j λ̃

2
j

 ≤  ∞∑
j=1

u ju
>
j λ̃

2
j

 = E[WW>]

 ≤ √r
2L

. 丨丳丮丳丸丩

使用奇异值分解的性质，易得

E

[ θ∑
j=1

Xεu ju
>
j λ̃
−1
j

] = E 
√√√ θ∑

j=1

λ̃−2
j 〈Xε, u j〉

2


≤

√√√ θ∑
j=1

λ̃−2
j

n + u
E[〈φ(x), u j〉

2] ≤

√
θ

n + u
.

丨丳丮丳丹丩

同样可以得到

E

[∑
j>θ

Xεu ju
>
j

] ≤ √
1

n + u

∑
j>θ

λ̃2
j . 丨丳丮临丰丩

假设空间 HW
r 中正则化项 ‖W ‖p 使用迹范数

‖W ‖∗ ≤ 1. 丨丳丮临丱丩
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将之前的不等式 丨丳丮丳丸丩，丨丳丮丳丹丩丩，丨丳丮临丰丩，丨丳丮临丱丩带入到 丨丳丮丳丷丩中，可得

R
(
HW

r

)
= E

[
sup
f ∈HW

r

〈
W, Xε

〉]
≤ min

θ≥0

[
1

2L

√
θr

n + u
+

√
1

n + u

∑
j>θ

λ̃2
j

]
. 丨丳丮临串丩

结合 丨丳丮丳丶丩、 丨丳丮临串丩，易得

R(Hr ) ≤ 2R
(
HW

r

)
≤ min

θ≥0


1
L

√
θr

n + u
+ 2

√√√∑
j>θ

λ̃2
j

n + u

 .
定理得证。 �

定理 丳丮丱串估计了多输出的线性学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。从该定理

可以看出，不等式右边的第一项 θr/(4L2)为常量，因此局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度

主要由权重矩阵W 尾部奇异值平方之和所决定。

注. 对于核化假设空间，局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度可以由核矩阵 K的尾部特征值

之和所决定 乛临丷丬丶丵丬串丰丵九。类似的，对于线性空间，定理 丳丮丱串说明局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复

杂度可以由线性学习器权重矩阵W 的尾部奇异值平方之和所决定。

推论 3.13 丨半监督线性学习器的泛化误差界丩. 假设损失函数满足假设 3.6。令

E [x>x] ≤ 1，使用迹范数对假设空间进行正则化 ‖W ‖∗ ≤ 1。对于任意 δ ∈ (0, 1)，

以至少 1 − δ的概率存在

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ c̃L,`

(
r̃∗ +

log(1/δ)
n

)
. 丨丳丮临丳丩

固定点 r̃∗由如下不等式所界定

r̃∗ ≤ min
θ≥0

(
θ

n + u
+

√
1

n + u

∑
j>θ

λ̃2
j

)
,

其中 (λ̃j)
∞
j=1为权重矩阵W 的降序奇异值，c̃L,` 为仅依赖于 L,C`的常数。同时，

f̂n ∈ Hκ 为经验风险最小化 (ERM)对应的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为期望损失最小化对

应的学习器。

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度对应的最差情况为考虑全部奇异值 丨θ = 0丩丬 退化为

全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。固定点 r̃∗与全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度相关丬其收敛率通

常为 O(1/
√

n + u)。因此，线性学习器泛化误差收敛界为

E( f̂n) − E( f ∗) = O
( 1
√

n + u
+

1
n

)
.
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与章节 丳丮丳丮丳 中核学习器对应泛化误差界类似，当 W 对应秩有限、奇异值

呈指数级下降时，定理 丳丮丱串的固定点 r̃∗主要依赖于 r̃∗ ≤ θ/(n + u)。此时，对应

的泛化误差界收敛率很快，同时常数较小

E( f̂n) − E( f ∗) = O
(1
n

)
.

对于线性学习器，乘乵 等针对多标签问题提出了类似的理论结果 乛串丱丵九；而已完成

工作基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，推导出线性多分类问题的泛化理论 乛串丰丷九。

注. 权重矩阵的尾部奇异值之和或者核矩阵的尾部特征值之和常用于界定局

部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度 乛临丷丬丶丵丬串丱丵九。而尾部特征值、尾部奇异值的截断点 θ 对局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的估计至关重要，如果截断点过小，局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度

退化为全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度；如果截断点过大，复杂度估计接近于常数 θ，

乃乯乲乴乥乳等讨论了不同截断点 θ 对局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度估计的影响 乛临丷九。对于秩

有限的核矩阵、权重矩阵W，直接将截断点 θ设置为秩，此时尾部和恒为 0。对

于秩较大的学习器，最理想的截断点 θ 能够让定理 丳丮丱丰、定理 丳丮丱串中不等式右

边的两项相等，从而获得最小的固定点。对于核学习器，令 θr
4L2 =

∑
j>θ λj；对于

线性学习器，令 θr
4L2 =

∑
j>θ λ̃

2
j。

丳丮丳丮丵 相关工作比较

本节首先介绍了几种经典的多输出问题 丨乶乥乣乴乯乲中乶乡乬乵乥乤 乬乥乡乲乮乩乮乧丩 的数据依赖

泛化误差界，并与本文提出的核学习器、线性学习器的泛化误差界进行比较。

然后，对多输出问题的两个特例（多分类、多标签）的传统数据依赖泛化误差

界进行讨论，并与本文提出的泛化误差界进行比较。

丳丮丳丮丵丮丱 一般化的多输出问题的泛化误差界

引理 丳丮丷中的收缩不等式泛是有监督泛化理论分析的关键，将半监督的局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂代替为半监督的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。

表 丳丮丱对多输出问题的数据依赖泛化误差界进行了对比，对于核化的多输出

学习，乃乯乲乴乥乳等 乛串丱串九 给出的泛化误差收敛率为 O
(√

log K/n
)
，而 乍乡乵乲乥乲 乛串丱丳九 给出

的泛化误差收敛率为 O
(√

1/n
)
，而定理 丳丮丱串、定理 丳丮丱丰将泛化误差收敛率提升

到至少为 O
(
1/
√

n + u + 1/n
)
。对于线性多输出问题，研究工作 乛串丱串丬串丱丳九 的泛化误

差收敛率均为 O
(√

K/n
)
，而在推论 丳丮丱丳的泛化误差界提供了更快的泛化误差收
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表 3.1多输出问题 (VV)的泛化误差界对比

泛化误差界结果 最差情况 较好情况

乇乒乃 书乯乲 乖乖 乛串丱串九 之乥乲乮乥乬为 O
(√ log K

n

)
乌乩乮乥乡乲为 O

(√
K
n

)
乇乒乃 书乯乲 乖乖 乛串丱丳九 之乥乲乮乥乬为 O

( 1
√
n

)
乌乩乮乥乡乲为 O

(√
K
n

)
乌乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乖乖 丨推论 丳丮丱丱丩 † O

( 1
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乌乒乃 书乯乲 乌乩乮乥乡乲 乖乖 丨推论 丳丮丱丳丩 † O

( 1
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乇乒乃代表使用了全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，而 乌乒乃代表使用了局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。无

标签样本个数远大于有标签样本个数，u � n，而 †代表泛化误差界使用了无标签数据。

敛率，即使在最差情况也能达到 O
(
1/
√

n + u + 1/n
)
,该提升主要源于额外无标签

数据的使用。另外，在理想情况（如矩阵的秩有限、特征值或奇异值呈指数级

下降），核学习器、线性学习器的泛化误差收敛率均为O(1/n)，比传统的多输出

学习的泛化误差界的收敛率 乛串丱串丬串丱丳九要快很多。

相比于传统泛化误差界，本文使用了局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度、定义在假设

空间上标签无关的复杂度估计对传统的泛化误差界 O(1/
√

n) 进行了提升。使用

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度代替全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度，使得在秩有效、特征值

或奇异值呈指数级下降的情况，能够获得更快的泛化误差收敛率 O(1/n)。同时，

通过使用标签无关的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度R(Hr )使用无标签数据获得更小的

的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，从而获得更紧的泛化误差收敛界 O(1/
√

n + u)。

丳丮丳丮丵丮串 特例:多分类

基于数据依赖的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，已有众多研究工作对多分类的泛化性

能进行分析 乛串丱丶丕串丱丸九。表 丳丮串 对多分类的泛化误差界收敛率进行了对比，可以看

出，推论 丳丮丱丱在核学习器的泛化误差界中，推论 丳丮丱丳在线性学习器的泛化误差

界中均取得了最快的泛化误差收敛率。

乃乯乲乴乥乳等使用全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度对多分类问题的泛化误差界进行了学

习 乛串丱丹九，对应的泛化误差收敛率为 O
(
K/
√

n
)
。基于高斯复杂度、乓乬乥买乩乡乮 引理，

乌乥乩等将对类别个数 K 的依赖从线性依赖降低到对数依赖 乛串丱丷丬串串丰九，对应的泛化误
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表 3.2多分类问题 (MC)的泛化误差界对比

泛化误差界结果 最差情况 较好情况

乇乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乍乃 乛串丱丹九 O
(
K
√
n

)
乇乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乍乃 乛串丱丷丬串串丰九 O

( log K
√
n

)
乇乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乍乃 乛串丱丸九 † O

(√
K
n
+ K

√
K
u

)
乌乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乍乃 乛串丰丵九 O

( log2 K

n

)
乌乒乃 书乯乲 乌乩乮乥乡乲 乍乃 乛串丰丷九 † O

(
K
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乌乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乖乖 丨推论 丳丮丱丱丩 † O

( 1
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乌乒乃 书乯乲 乌乩乮乥乡乲 乖乖 丨推论 丳丮丱丳丩 † O

( 1
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乇乒乃代表使用了全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，而 乌乒乃代表使用了局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。无

标签样本个数远大于有标签样本个数，u � n，而 †代表泛化误差界使用了无标签数据。

差收敛率为 O
(
log K/

√
n
)
。 乍乡乸乩乭乯乶 等首次提出使用无标签数据对多分类的泛

化性能进行提升 乛串丱丸九，收敛率提升至 O(
√

K/n + K
√

K/u)。

尽管统计泛化理论中广泛使用了定义在整个假设空间上的全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度，但对学习模型泛化性能起关键作用的往往不是整个函数空间，而且其

中假设空间中合适的子空间（通常使用较小方差的函数所构成） 乛临丷丬丶丵九。因此，

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度直接定义在最优假设附近的子空间上，对于二分类问

题、回归问题均已取得良好的泛化性能 乛临丷九。已完成工作首次将局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度引入到多分类中 乛串丰丵九，首次获得了 O(1/n) 的泛化误差收敛率；已完成工

作 乛串丰丷九 将多分类核学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化误差界扩展到线性多分

类学习器上，同时使用无标签数据提升泛化性能，得到泛化误差收敛率至少为

O( K
√
n+u
+ 1

n
)；整合之前工作，已完成工作 乛串丰丸九将多分类泛化误差界拓展到多输出

问题上 丨乶乥乣乴乯乲中乶乡乬乵乥乤 乬乥乡乲乮乩乮乧丩。

从表 丳丮串 中可以看出，推论 丳丮丱丱 在多分类核学习器泛化误差收敛率中取得

最优，推论 丳丮丱丳在多分类线性学习器泛化误差收敛率中取得最优。
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表 3.3多标签问题 (ML)的泛化误差界对比

泛化误差界结果 最差情况 较好情况

乇乒乃 书乯乲 乌乩乮乥乡乲 乍乌 乛串串丱九 O
( 1
√
n

)
乌乒乃 书乯乲 乌乩乮乥乡乲 乍乌 乛串丱丵九 O

( 1
√
n

)
O

( 1
n

)
乌乒乃 书乯乲 之乥乲乮乥乬 乖乖 丨推论 丳丮丱丱丩 † O

( 1
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乌乒乃 书乯乲 乌乩乮乥乡乲 乖乖 丨推论 丳丮丱丳丩 † O

( 1
√
n+u
+ 1

n

)
O

( 1
n

)
乇乒乃代表使用了全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，而 乌乒乃代表使用了局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。无

标签样本个数远大于有标签样本个数，u � n，而 †代表泛化误差界使用了无标签数据。

丳丮丳丮丵丮丳 特例：多标签

表 丳丮丳对多标签的数据依赖泛化误差界进行了比较，说明通过使用无标签数

据，对多标签学习的泛化性能进行了显著提升。

乙乵 等首次将 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度应用到多标签问题的泛化性能分析中 乛串串丱九，

获得了收敛率为 O(1/
√

n) 泛化误差界，该工作使用了 W 的迹范数（特征值之

和）对全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度进行了界定；而 乘乵 等使用局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复

杂度对多标签的数据依赖泛化误差界进行提升，在矩阵 W 的秩有限、奇异值

快速减小时候，收敛率提升至 O(1/n)，文章中使用了尾部奇异值之和对局部

乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度进行了界定。然而，传统多标签泛化理论仅适用于多标签线

性学习器 乛串丱丵丬串串丱九，没有给出核学习器的泛化误差界；推论 丳丮丱丱、推论 丳丮丱丳 分别

给出了核学习器、线性学习器的泛化误差界，同时收敛率优于传统方法。

丳丮丳丮丶 已完成工作对 Rademacher复杂度泛化理论研究脉络

已完成工作对基于 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的泛化误差理论已展开深入研究，研

究脉络如图 丳丮丱所示。其中，第一项为 乃乯乲乴乥乳等提出的基于全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复

杂度的多分类核方法 乛串丱丹九，其泛化误差收敛率为 O( K√
n
)；其余三项均为本文已完

成的研究成果，包括

丨丱丩 已完成工作 乛串丰丵九 首次将局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度，并考虑多分类类别间

关系，获得了更紧的泛化误差界，收敛率为 O( log K

n
)。
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图 3.1 Rademacher复杂度泛化理论研究脉络

丨串丩 已完成工作 乛串丰丷九 构造半监督 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度从而能够使用无标签数

据提升多分类泛化性能，并将局部 乒乡乤乥乭乺乨乥乲 复杂度理论推广到线性多分类学

习器上，得到收敛率为 O( K
√
n+u
+ 1

n
)的泛化误差界，u为无标签数据样本个数。

丨丳丩 已完成工作 乛丱丰丷丬串丰丸九 对之前工作进行整合，之前工作均可视为本工作特

例。将多分类局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度泛化理论拓展到多输出问题丨乶乥乣乴乯乲中乶乡乬乵乥乤

书乵乮乣乴乩乯乮丩上，并为线性学习器、核学习器提出统一的泛化理论框架，该工作的泛

化误差收敛率为 O( 1
√
n+u
+ 1

n
)。

丳丮临 基于积分算子理论的最优泛化理论

核岭回归方法 丨乫乥乲乮乥乬 乲乩乤乧乥 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮丬 之乒乒丩 是一类经典的核方法，常用于

拟合非线性回归问题。核岭回归对应单变量标签，即 Y = R。同时，基于定

义 丳丮丱 中假设空间定义 丨丳丮丱丩，核岭回归 `中串 范数对假设空间进行规范化，即令

‖W ‖p = ‖W ‖
2
H。基于定义 丳丮临中经验风险最小化的定义，核岭回归使用平方损失

`( f (x), y) = ( f (x) − y)2作为损失函数。核岭回归的经验学习器存在闭式解

f̂n(x) =
n∑
i=1

α̂iκ(xi, x), 乷乩乴乨 α̂ = (K + λAI)−1y, 丨丳丮临临丩

其中λ > 0, y = (y1, · · · , yn)。核矩阵K为核矩阵，其中元素为 K(i, j) = κ(xi, x j)。

基于积分算子 丨乩乮乴乥乧乲乡乬 乯买乥乲乡乴乯乲丩理论，核岭回归的泛化性能已被广泛学习，
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并达到最优泛化误差收敛率 乛丶丹丬丷丰九，但由于存储核矩阵需要 O(n2) 内存，同时计

算等式 丨丳丮临临丩中矩阵求逆的时间复杂度为 O(n3)，所以核岭回归不适用于大规模

问题。本节使用积分算子理论中假设空间容量假设（假设 丳丮丱临）、假设空间正则

化假设（假设 丳丮丱丵），对两种适用于大规模数据的近似核岭回归算法进行泛化误

差分析，并证明结合分布式、随机特征的近似核岭回归仍能达到最优泛化误差

收敛率；为结合 乎乹乳乴乲件乭 采样、预处理共轭梯度下降 丨乐乃乇丩 的半监督核岭回归

提供泛化理论保证。

丳丮临丮丱 积分算子理论定义与假设

定义 3.10 丨积分算子丩. 核函数 κ : X × X → R对应积分算子为

(Lκg)(x) =
∫
X
κ(x, z)g(z)dρX(z), ∀g ∈ L2(X , ρX),

其中 L2(X , ρX) = {h : X → R | ‖h‖2H =
∫
| f (x)|2dρX < ∞}，ρX 是在输入数据 X

上的边际分布。

定义 3.11 丨有效维 丨乥丛乥乣乴乩乶乥 乤乩乭乥乮乳乩乯乮丩丩. 给定积分算子 L，有效维定义为

N (λA) = Tr
(
(Lκ + λAI)−1Lκ

)
, λA > 0.

由于核函数 κ 是连续、对称、正定的，因此积分算子 Lκ 是紧正迹类算子，

同时 Lκ + λAI 可逆。基于积分算子，有效维常用于衡量假设空间H复杂度。

假设 3.14 丨容量假设 丨乣乡买乡乣乩乴乹 乡乳乳乵乭买乴乩乯乮丩丩. 存在 Q > 0, γ ∈ [0, 1]，对于任意

λA > 0，满足

N (λA) ≤ Q2λ
−γ
A .

假设 3.15 丨正则化假设 丨乲乥乧乵乬乡乲乩乴乹 乡乳乳乵乭买乴乩乯乮丩丩. 存在 r ∈ [1/2, 1]及 g ∈ L2(X , ρX)，

满足

f ∗(x) = (Lr
κg)(x).

其中, f ∗为假设空间中最优模型 f ∗ = arg min f ∈Hκ
E( f )。

假设 丳丮丱临控制了假设空间 H的大小，而假设 丳丮丱丵对假设空间 f ∗ 进行规范

化。基于积分算子理论，核岭回归的泛化理论分析中广泛使用了假设 丳丮丱临、假
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设 丳丮丱丵这两个假设 乛丶丸丬丷丰丬串串串九，从而获得最优泛化误差率O
(
n−

2r
2r+γ

)
。 乌乩乮等将积分

算子理论拓展到分布式核岭回归的最优泛化误差分析中 乛丷丵九； 乒乵乤乩等将核岭回归

最优泛化理论拓展到使用随机特征加速核岭回归的理论分析中 乛丷临九。

直观上来说，有效维 N (λA) 是估计假设空间 H 复杂度的度量工具，因此

容量假设（假设 丳丮丱临）反映了学习器的方差，并等价于经典的熵和覆盖数条

件 乛串丰丹九。与 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度理论类似，假设 丳丮丱临中 γ 的取值描绘了假设空间

H的大小，假设空间越小泛化性能越好。因此 γ = 0对应最优情况，有效维在假

设空间的最小子空间上进行度量；γ = 1对应最差情况，有效维在整个假设空间

上进行度量。复杂度假设（假设 丳丮丱丵，也叫 乳乯乵乲乣乥 乣乯乮乤乩乴乩乯乮）反映了学习器的偏

差，在近似理论中被广泛使用 乛丶丹九，可以视为对假设空间 f ∗的规范化。假设 丳丮丱丵

中 r 越大，对假设空间的规范化越严格，对应的学习器越稀疏、泛化性能更好。

因此，γ = 1, r = 1/2相当于没有使用假设 丳丮丱临、假设 丳丮丱丵，为最差情况。

丳丮临丮串 结合分布式、随机特征的近似核岭回归泛化分析

丳丮临丮串丮丱 有监督的泛化误差界

为解决核岭回归的大规模瓶颈问题，本节结合使用分治算法 丨乤乩乶乩乤乥 乡乮乤 乣乯乮中

乱乵乥乲丩 乛串丸九、随机特征 丨乲乡乮乤乯乭 书乥乡乴乵乲乥丩 乛丳丱丬丷临九加速大规模核岭回归问题的求解。首先

将有标签数据集 Dl = {(xi, yi)}
n
i=1 平均划分为 m 块不重叠的数据分块 {Dj}

m
j=1，

每个分块上样本个数相同 |D1 | = · · · = |Dm | = n/m。在每个数据分块上使用核岭

回归进行求解，最后将所有分块上的解进行平均。同时，在数据分块上使用随

机特征 κ(x, x ′) ≈ φM (x)
>φM (x

′) 加速核岭回归的求解。某个数据分块上使用随

机特征之后，近似核岭回归的解为

f̂ M
D j
(x) = φM (x)

>W j, 乷乩乴乨 W j = (Ŝ>M ŜM + λAI)−1Ŝ>My, 丨丳丮临丵丩

其中，对于第 j 个数据分块 Dj， ∀(x, y) ∈ Dj, Ŝ>M =
1√
n/m
(φM (x1), · · · , φM (xn/m))

、 ŷ = 1√
n/m
(y1, · · · , yn/m)。将每个分块上求得的解进行平均，得到最终解

f̂n =
1
m

m∑
j=1

f̂ M
D j
. 丨丳丮临丶丩

定理 3.16 丨结合分布式、随机特征的近似核岭回归泛化误差界丩. 假定结合分布

式、随机特征的近似核岭回归方法 (KRR-DC-RF)满足假设 3.14、假设 3.15，同时
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Random Features M=O(nc)
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The number of partitions m=O(nc)
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Learning rate O(n-c)
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图 3.2不同假设对随机特征个数 M、分块数 m、泛化误差收敛率的影响

令正则化系数为 λA = n−
1

2r+γ ，同时随机特征个数 M 、分块数 m分别满足

M & n
(2r−1)γ+1

2r+γ , m . n
2r−1
2r+γ ,

则以很大概率存在如下的泛化误差收敛界

E( f̂n) − E( f ∗) = O
(
n−

2r
2r+γ

)
.

其中 f̂n ∈ Hκ 为假设空间中经验误差最小的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为假设空间中泛化

误差最小的学习器。

通过使用容量假设（假设 丳丮丱临）、正则化假设（假设 丳丮丱丵），乃乡买乯乮乮乥乴乴乯 和

乄乥 乖乩乴乯 乛丷丰九 证明了原始核岭回归方法存在泛化误差上界收敛率为 O
(
n−

2r
2r+γ

)
，而

研究工作 乛丷丰丬串串丳九 证明了泛化误差下界的收敛率也为 O
(
n−

2r
2r+γ

)
，因此该泛化误差

收敛率是极小极大最优的 丨乭乩乮乩乭乡乸 乯买乴乩乭乡乬丩。近期研究证明了核岭回归的近似方

法也能达到最优泛化误差收敛率： 丨丱丩结合分布式的核岭回归方法 丨之乒乒中乄乃丩在

分块数满足 m . n
2r−1
2r+γ 时能够获得最优泛化误差收敛率 乛丷丵九； 丨串丩结合随机特征的

核岭回归方法 丨之乒乒中乒乆丩在随机特征数满足 M & n
(2r−1)γ+1

2r+γ 时能够获得最优泛化收

敛率 乛丷临九； 丨丳丩 乌乩乮和 乒乯乳乡乳乣乯证明在步长、迭代次数、批次大小满足一定情况下，

使用随机梯度方法求解的核岭回归方法仍能达到最优泛化误差收敛率 乛串串临九。

学习任务本身的难度、学习算法的匹配程度决定了假设 丳丮丱临、假设 丳丮丱丵

中 γ, r 的取值，对应于不同的泛化误差性能，其泛化误差收敛率在 O(1/
√

n) 与

O(1/n)之间。图 丳丮串显示了假设 丳丮丱临、假设 丳丮丱丵中不同取值的 r、 γ 对分块数

m、随机特征个数 M 的影响，每个子图的右下方向代表了更紧的正则化、更小

的假设空间，对应于更快的收敛率。在最好情况中，r = 1, γ = 0 （更紧的正则
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化、更小假设空间），O(
√

n)的随机特征、O(
√

n)分块数，就能够达到O(1/n)泛

化误差收敛率；而最差情况中，r = 0, γ = 1 （不使用容量假设、正则化假设），

O(
√

n)的随机特征、O(1)分块数，就能够达到 O(1/
√

n)泛化误差收敛率。

注. 图 丳丮串的中间子图显示，不使用假设 丳丮丱临、假设 丳丮丱丵 丨即 r = 1/2, γ = 1丩对应

于最差情况，此时 O(
√

n)随机特征、常数级的分块数能够得到较差的泛化误差

收敛率 O(1/
√

n)。分块数为常数级 m = O(1)，极大地限制了分布式算法的应用。

在接下来的定理 丳丮丱丷使用无标签数据对分块数进行提升。

丳丮临丮串丮串 半监督的泛化误差界

在引理 丳丮丱丹 的误差分解显示额外的无标签数据能够显著地减少经验损失

丨乥乭买乩乲乩乣乡乬 乥乲乲乯乲丩、分块损失 丨乤乩乳乴乲乩乢乵乴乥乤 乥乲乲乯乲丩，从而放松对分块数 m的限制。下

面介绍 乃乨乡乮乧等提出的半监督核岭回归框架 乛串串丵九：将全部数据 Dl ∪ Du 均分为 m

份，对应第 j 块数据为

D∗j = {D
l
j ∪ Du

j }
m
j=1 乷乩乴乨

x∗i =


xi, 乩书(xi, yi) ∈ Dl

j,

x̃i, 其他,
乡乮乤 y∗i =


|D∗j |

|D j |
yi, 乩书(xi, yi) ∈ Du

j ,

0, 其他.

令 D∗ =
⋃m

j=1 D∗j, |D
∗ | = (n + u), |D∗1 | = · · · = |D

∗
m | = (n + u)/m。结合分布式、

随机特征的半监督核岭回归方法 丨SKRR-DC-RF丩定义为

f̂n =
1
m

m∑
j=1

f̂ M
D∗j
. 丨丳丮临丷丩

定理 3.17. 假定 SKRR-DC-RF满足假设 3.14、假设 3.15、λA = n−
1

2r+γ ,同时随机特

征个数 M，分块数 m满足

M & n
(2r−1)γ+1

2r+γ , m . min
{
n

2r+2γ−1
2r+γ , (n + u)n

−γ−1
2r+γ

}
.

则以较高概率存在如下的泛化误差界，

E( f̂n) − E( f ∗) = O
(
n−

2r
2r+γ

)
.

其中 f̂n ∈ Hκ 为假设空间中经验误差最小的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为假设空间中泛化

误差最小的学习器。
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m=O(nc) without unlabeled data
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m=O(nc) with unlabeled data
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图 3.3无标签数据对分块数、泛化误差收敛率的影响

当不使用无标签数据，即 u = 0，定理 丳丮丱丷 与定理 丳丮丱丶 结果一致。由于已

经达到了最优泛化误差收敛率，额外无标签数据的引入不会对泛化误差界有提

升，但可以用于降低对分块数 m 的依赖。考虑 (n + u) = n1+ r
2r+γ 的情况，此时

(n + u) ∈ [n1.25, n1.5]是大规模半监督回归数据的常见情况。

在图 丳丮丳 中，令总样本数为 (n + u) = n1+ r
2r+γ，图中讨论了分块数 m、总样

本数 (n + u)随着 r, γ 的变化情况。左子图仅使用有标签数据；右子图使用额外

的无标签数据。对比图 丳丮丳 两个子图，说明使用无标签数据之后分块数 m 增长

很多；同时，无标签数据的使用有效的避免了常数分块数，此时只有 r = 1/2、

γ = 0一种情况能使得分块数 m为常数 O(1)。

推论 3.18 丨使用无标签数据之后的最差情况丩. 假定 y ≤ |b|, b > 0, n ≥ n0, λA =

n−1/2，同时随机特征数 M，分块数 m满足

M &
√

n, m . min
{
n,
(n + u)

n

}
.

则以较高概率取得

E( f̂n) − E( f ∗) = O
( 1
√

n

)
.

其中 f̂n ∈ Hκ 为假设空间中经验误差最小的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为假设空间中泛化

误差最小的学习器。

推论 丳丮丱丸 中的泛化误差收敛率仅为 O(1/
√

n)，对应于标准核岭回归的最差

情况。不妨设总样本个数为 n + u = n1+β, β > 0，则分块数为 m = O(nβ)、随机

特征数为 O(
√

n)，能够达到泛化误差收敛率 O(1/
√

n)。将分块数 m与无标签样

本数通过 nβ 关联起来，随着额外无标签样本个数的增加，分块数急剧增加。在

没有泛化性能损失的情况下，无标签数据的使用显著地提高了计算效率。
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丳丮临丮串丮丳 证明思路

首先将 丨丳丮临丷丩中结合分治、随机特征的半监督核岭回归学习器 丨SKRR-DC-RF丩

f̂ M
D∗j
写为原问题形式，同时引入其他几个学习器作为泛化分析的工具：

f̂n =
1
m

m∑
j=1

〈ŵj, φM (·)〉, ŵj = arg min
w∈RM

{
1

n + u

n+u∑
i=1

(〈w, φM (x
∗
i )〉 − y∗i )

2 + λA‖w‖
2

}
,

f̃ M
D∗ =

1
m

m∑
j=1

〈w̃j, φM (·)〉, w̃j = arg min
w∈RM

{
1

n + u

n+u∑
i=1

(
〈w, φM (x

∗
i )〉 − f ∗(x∗i )

)2
+ λA‖w‖

2

}
,

f M
λA
= 〈û, φM (·)〉, u = arg min

u∈RM

∫
X

(
〈u, φM (x)〉 − f ∗(x)

)2dρX(x) + λA‖u‖2,

fλA
= 〈û, φ(·)〉, v = arg min

v∈HK

∫
X

(
〈v, φ(x)〉 − f ∗(x)

)2dρX(x) + λA‖v‖
2,

其中φ : Rd → H 为核函数诱导的隐式特征映射 κ(x, x ′) = 〈φ(x), φ(x ′)〉。经验学

习器 f̃ M
D∗ 在无噪声的数据上进行学习；期望学习器 f M

λA
使用了随机特征 φM 对核

学习器进行近似；而期望学习器 fλA
使用了核函数诱导的隐式随机特征 φ。研究

工作 乛丷丰丬串串丶九中给出了如下不等式，将泛化误差界与以学习器差异的范数联系起来

E( f̂n) − E( f ∗) = E ‖ f̂n − f ∗‖2H. 丨丳丮临丸丩

经验误差最小化学习器与期望误差最小化学习器的差异可以划分为

f̂n − f ∗ = f̂n − f M
λA
+ f M

λA
− fλA

+ fλA
− f ∗,

结合不等式 丨丳丮临丸丩，可以推导出如下引理

引理 3.19. 基于 f̂n, f̃ M
D∗, f M

λA
， fλA

等学习器定义,存在如下泛化误差界分解为

E( f̂n) − E( f ∗) 丨丳丮临丹丩

≤
6

m2

m∑
j=1

E‖ f̂ M
D∗j
− f̃ M

D∗j
‖2H (Variance) 丨丳丮丵丰丩

+
6

m2

m∑
j=1

E‖ f̃ M
D∗j
− f M

λA
‖2H (Empirical error) 丨丳丮丵丱丩

+
3
m

m∑
j=1

E‖ f̃ M
D∗j
− f M

λA
‖2H (Distributed Error) 丨丳丮丵串丩

+ 3 ‖ f M
λA
− fλA

‖2H (Random Features Error) 丨丳丮丵丳丩

+ 3 ‖ fλA
− f ∗‖2H (Approximation Error). 丨丳丮丵临丩
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证明. 将划分

f̂n − f ∗ = f̂n − f M
λA
+ f M

λA
− fλA

+ fλA
− f ∗,

引入到等式 丨丳丮临丸丩中，并由 (a + b + c)2 ≤ 3a2 + 3b2 + 3c2，可得

E
[
E( f̂n) − E( f ∗)

]
≤ 3 E‖ f̂n − f M

λA
‖2H + 3 E‖ f M

λA
− fλA

‖2H + 3 E‖ fλA
− f ∗‖2H. 丨丳丮丵丵丩

下面对 E‖ f̂n − f M
λA
‖2H进一步分解

‖ f̂n − f M
λA
‖2H

=

 1
m

m∑
j=1

( f̂ M
D∗j
− f M

λA
)

2

H

=
1

m2

m∑
j=1

‖( f̂ M
D∗j
− f M

λA
)‖2H +

1
m

m∑
j=1

〈
f̂ M
D∗j
− f M

λA
,

1
m

∑
k,j

( f̂ M
Dk,λA

− f M
λA
)

〉
H

=
1

m2

m∑
j=1

‖( f̂ M
D∗j
− f M

λA
)‖2H +

1
m

m∑
j=1

〈
f̂ M
D∗j
− f M

λA
, f̂n − f M

λA
−

1
m
( f̂ M

D∗j
− f M

λA
)

〉
H
.

对 ‖ f̂n − f M
λA
‖2H求期望可得

E‖ f̂n − f M
λA
‖2H

=
1

m2

m∑
j=1

E‖( f̂ M
D∗j
− f M

λA
)‖2H

+
1
m

m∑
j=1

〈
E[ f̂ M

D∗j
] − f M

λA
,E[ f̂n] − f M

λA
−

1
m
(E[ f̂ M

D∗j
] − f M

λA
)

〉
H
.

上式右边的第二部分可以写为

1
m

m∑
j=1

〈
E[ f̂ M

D∗j
] − f M

λA
,E[ f̂n] − f M

λA

〉
H

−
1
m

m∑
j=1

〈
E[ f̂ M

D∗j
] − f M

λA
,

1
m
(E[ f̂ M

D∗j
] − f M

λA
)

〉
H

= ‖E[ f̂n] − f M
λA
‖2H −

1
m2

m∑
j=1

‖E[ f̂ M
D∗j
] − f M

λA
‖H

=

 1
m

m∑
j=1

(E[ f̂ M
D∗j
] − f M

λA
)

2

H

−
1

m2

m∑
j=1

‖E[ f̂ M
D∗j
] − f M

λA
‖H.

使用 乃乡乵乣乨乹丕乓乣乨乷乡乲乺不等式，可得 1
m

m∑
j=1

(E[ f̂ M
D∗j
] − f M

λA
)

2

H

≤
1
m

m∑
j=1

‖(E[ f̂ M
D∗j
] − f M

λA
)‖2H. 丨丳丮丵丶丩
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使用 乊乥乮乳乥乮丧乳不等式，可得

1
m

m∑
j=1

‖(E[ f̂ M
D∗j
] − f M

λA
)‖2H ≤

1
m

m∑
j=1

E‖( f̃ M
D j
− f M

λA
)‖2H.

最终，结合不等式 丨丳丮丵丶丩的第一部分，易得

E‖ f̂n − f M
λA
‖2H ≤

1
m2

m∑
j=1

E‖ f̂ M
D∗j
− f M

λA
‖2H︸                       ︷︷                       ︸

乓乡乭买乬乥 久乲乲乯乲

+
1
m

m∑
j=1

E‖ f̃ M
D j
− f M

λA
‖2H︸                      ︷︷                      ︸

乄乩乳乴乲乩乢乵乴乥乤 久乲乲乯乲

.

泛化误差可以划分为采样误差 丨乳乡乭买乬乥 乥乲乲乯乲丩、分布式学习器带来的误差 丨乤乩乳中

乴乲乩乢乵乴乥乤 乥乲乲乯乲丩。将 ‖ f̂ M
D∗j
− f M

λA
‖2H 划分为 ‖ f̂ M

D∗j
− f̃ M

D j
+ f̃ M

D j
− f M

λA
‖2H，并根据不等式

(a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2可得

E ‖ f̂n − f M
λA
‖2H ≤

2
m2

m∑
j=1

E‖ f̂ M
D∗j
− f̃ M

D j
‖2H︸                       ︷︷                       ︸

乖乡乲乩乡乮乣乥

+
2

m2

m∑
j=1

E‖ f̃ M
D j
− f M

λA
‖2H︸                       ︷︷                       ︸

久乭买乩乲乩乣乡乬 乥乲乲乯乲

+
1
m

m∑
j=1

E‖ f̃ M
D j
− f M

λA
‖2H︸                      ︷︷                      ︸

乄乩乳乴乲乩乢乵乴乥乤 久乲乲乯乲

. 丨丳丮丵丷丩

值得注意的是， f̂ M
D∗,λA

− f M
λA
的范数包含了模型方差 丨乶乡乲乩乡乮乣乥丩，数据集采样带来

的经验误差 丨乥乭买乩乲乩乣乡乬 乥乲乲乯乲丩，以及分布式学习器带来的误差 丨乤乩乳乴乲乩乢乵乴乥乤 乥乲乲乯乲丩。

将不等式 丨丳丮丵丷丩带入 丨丳丮丵丵丩中，可以证得引理。 �

引理 丳丮丱丹中将泛化误差划分为模型方差（来源于样本噪声）、经验误差（来

源于样本采样）、分布式误差（来源于分治算法近似）、随机特征误差（来源于

随机特征近似核函数）、近似误差（来源于学习器与模型最优学习器的偏差）。

之后，使用积分算子理论手段对对误差分解得到的各项进行界定，从而证得定

理 丳丮丱丷，而定理 丳丮丱丶是在其仅使用有标签数据的特例 u = 0。详细证明过程在已

完成工作 乛丱丸丸九中的定理 串丵、定理 串丶的证明中给出。

丳丮临丮丳 结合 Nyström采样、PCG的近似 LapRLS泛化分析

考虑使用基于流形假设的半监督核岭回归，对应于拉普拉斯最小二乘法

丨乌乡买乬乡乣乩乡乮 乲乥乧乵乬乡乲乩乺乥乤 乬乥乡乳乴 乳乱乵乡乲乥乳，乌乡买乒乌乓丩。 乌乡买乒乌乓 使用平方损失作为损失

函数，求解如下的优化目标

arg min
f ∈H

n∑
i=1

(yi − f (xi))
2 + λA‖ f ‖2H + λI f

>Lf. 丨丳丮丵丸丩
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其中，图 乌乡买乬乡乣乩乡乮矩阵定义为 L = D − S。 S 为相似度矩阵，Si j 衡量了样本输

入 xi、x j 之间的相似性。通常由 k中近邻方法选取 k 个最近邻的数据输入计算相

似性，而其他元素设置为 0。 D为对角矩阵，对角元素为 Dii =
∑n+u

j=1 Si j。同时

有 f = [ f (x1), · · · , f (xn)]
>，λA。基于表示定理

乛串串丷九

f (x) =
n∑
i=1

αiκ(xi, x).

将优化目标的梯度设置为 丰，可得 乌乡买乒乌乓的闭式解

α̂ = (JK + λAI + λILK)−1y, 丨丳丮丵丹丩

其中Ki j = κ(xi, x j)为 (n + u) × (n + u)大小的核矩阵。J = 乤乩乡乧(1, · · · , 1, 0, · · · , 0)，

其中前 n个对角线元素为 1其他为 0，y = [y1, y2, · · · , yn, 0, · · · , 0]> 前 n个元素

使用 Dl 中标签，而剩余 u 个元素使用 0填充。 λA 为假设空间正则化系数，λI

为 乌乡买乬乡乣乩乡乮正则化系数。将 乌乡买乬乡乣乩乡乮正则化系数设置为 λI = 0，对应 乌乡买乒乌乓

解 丨丳丮丵丹丩中不使用无标签数据，退化为标准核岭回归。

丳丮临丮丳丮丱 Nyström–RLS方法的泛化误差界

乌乡买乒乌乓同样存在大规模瓶颈，使用 乎乹乳乴乲件乭采样来减少内存需求、提高计

算效率，乎乹乳乴乲件乭 方法使用采样后的较小核矩阵对原始核矩阵进行近似。使用

乎乹乳乴乲件乭方法采样获得 s个样本，对应于某个假设空间子空间

Hs = { f ∈ Hκ | f =
s∑

i=1

αiκ(xi, ·), α ∈ R
s},

其中s ≤ n + u。 xs = (x̃1, · · · , x̃s)为训练数据集上通过 乎乹乳乴乲件乭采样获得的数据

点。使用 乎乹乳乴乲件乭采样后，从 丨丳丮丵丸丩推导得出 乎乹乳乴乲件乭丕乌乡买乒乌乓的解为为

f̂n =
s∑

i=1

αiκ(xi, x), α = (K>nsKns + λAKss + λIK>·sLK·s︸                                  ︷︷                                  ︸
H

)† K>nsy︸︷︷︸
z

, 丨丳丮丶丰丩

其中H† 为矩阵 H 的 乍乯乯乲乥中乐乥乮乯乲乳乥 伪逆。全部数据上的核矩阵为 [K]i j =

κ(xi, x j)，其中 ∀ i, j ∈ {1, · · · , n + u}。定义在有标签数据、采样数据上的核矩

阵 Kns 为 K 的一部分，行由 n 个有标签数据所对应下标确定，列由 s 个采

样数据对应下标确定。定义在采样数据上的核矩阵 Kss 为 K 的一部分，行

由 s 个采样数据所对应下标确定，列由 s 个采样数据对应下标确定。 K·s 为
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为 K 的一部分，行为全部行，列由 s 个采样数据对应下标确定。标签向量为

y = [y1, · · · , yn]
> ∈ Rn。

为 乎乹乳乴乲件乭丕乒乌乓引入通用的多正则化乡学习框架

f̂n = 乡乲乧 min
f ∈Hs

1
n

n∑
i=1

| | f (xi) − yi | |
2
Y + λA| | f | |2H +

p∑
j=1

βj | |Bj f | |2H,

其中Bj : H → H (1 ≤ j ≤ p)为有界算子，λA > 0，βj (1 ≤ j ≤ p)为非负实数。

考虑最差情况 丨γ = 0, r = 1/2丩，即不使用假设 丳丮丱临、假设 丳丮丱丵。已有工作 乛丱丳丵九 的

定理 串中给出如下的 乎乹乳乴乲件乭丕乒乌乓泛化误差界。

定理 3.20 丨乎乹乳乴乲件乭丕乌乡买乒乌乓的泛化误差界丩. 存在常量 M, σ，令 λA ≥
8C2

κ√
n

log
( 4
δ

)
，

并使用足够多的 Nyström采样样本 s ≥ max
{
67 log

(
12C2

κ

λAδ

)
, 2C2

κ log
(

12C2
κ

λAδ

)}
。任意

δ ∈ (0, 1)，以至少 1 − δ取得如下泛化误差界[
E( f̂n) − E( f ∗)

]1/2
≤ c3λA

r + c4
BλA

λA

+

{
8CκM
n
√
λA

+ 8σ
√

N (λA)

n

}
log

(
6
δ

)
, 丨丳丮丶丱丩

其中常量 c3, c4为常量， BλA
= | |

∑p

j=1 βjB
∗
j Bj | |。

丳丮临丮丳丮串 结合 PCG的Nyström–RLS方法的泛化误差界

乎乹乳乴乲件乭丕乌乡买乒乌乓 的解 丨丳丮丶丰丩 为线性方法，包括了伪逆部分，而直接求解

伪逆 H† 时间复杂度较高。考虑使用预处理共轭梯度 丨买乲乥乣乯乮乤乩乴乩乯乮乥乤 乣乯乮乪乵乧乡乴乥

乧乲乡乤乩乥乮乴，乐乃乇丩算法对线性系统的求解进行加速

P−1Hα = P−1z.

其中，P 为预处理器。使用迭代算法求解线性系统的迭代次数取决于条件数

丨乣乯乮乤乩乴乩乯乮 乮乵乭乢乥乲丩，条件数定义为 cond(P−1H) = σ乭乡乸(H)
σ乭乩乮(H)

。较小的条件数对应良置

的求解问题，迭代次数会更少，因此预处理器 P应与 H尽量相近。将经验学习

器 f̂n定义为使用 乐乃乇方法求解 丨丳丮丶丰丩。

定理 3.21. 令 n0 ∈ N，假设 |y | ≤ b, ∀b > 0，n ≥ n0

λA =
8C2

κ
√

n
log

(
4
δ

)
, s ≥ 5(67 + 20

√
n) log

48C2
κn
δ

t ≥
1
2

log n + 2 log(2b + 3Cκ) + 5.
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图 3.4大规模半监督核方法泛化理论研究脉络

任意 δ ∈ (0, 1)，以至少 1 − δ的概率取得如下泛化误差界

E( f̂n) − E( f ∗) ≤
c5 log2 24

δ
√

n
,

其中 n0, c5为常量。 f̂n ∈ Hκ 为假设空间中经验误差最小的学习器， f ∗ ∈ Hκ 为假

设空间中泛化误差最小的学习器。

证明. 该定理的证明结合使用了乒乵乤乩等工作 乛丷丸九中的定理丳及定理丸，将乎乹乳乴乲件乭丕

乌乡买乒乌乓的泛化误差界 丨定理 丳丮串丰丩与 乐乃乇方法的泛化分析相集合，从而得到最

终结果。详细证明过程在已完成工作 乛丱丳丵九的定理 丱的证明中给出。 �

在不使用容量假设 丨假设 丳丮丱临，γ = 1丩、正则化假设 丨假设 丳丮丱丵，r = 1/2丩

的情况下，定理 丳丮串丱中给出了与标准核岭回归方法相同的泛化误差界 乛丷丰九。定理

丳丮串丱说明 s = O(
√

n)个 乎乹乳乴乲件乭采样点，O(log n)次迭代可以达到 O(1/
√

n)的泛

化误差收敛率，该泛化误差收敛率与传统 乌乡买乒乌乓的泛化误差收敛率相同 乛串串丸九。

丳丮丵 本章小结

如图 丳丮临所示，本文针对大规模半监督的核方法模型选择泛化理论研究已取

得突破性进展，已完成工作从如下三个方面递进展开进行为

丱丮 通过核矩阵谱分析，建立基于的谱度量的二分类核方法泛化误差理论。

已完成工作中给出了 乌乓乓乖乍泛化误差界、乓乖乍泛化误差界 乛串丰丶九。
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串丮 通过核函数谱分析，建立基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的多输出泛化误差

理论。该部分工作主要由三部分组成：首次将局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度引入到核

多分类中，获得收敛率为O
(

log K

n

)
的多分类泛化误差界 乛串丰丵九；建立假设空间上局

部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度、假设空间上局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的关联，使用无标

签数据提升学习模型数据依赖的泛化误差界，获得收敛率为 O
(

K
√
n+u
+ 1

n

)
的线

性多分类泛化误差界 乛串丰丷九；整合之前工作，将局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度泛化误差

界扩展到半监督多输出问题 丨乶乥乣乴乯乲中乶乡乬乵乥乤 乬乥乡乲乮乩乮乧丩，并为核学习器、线性学习

器建立收敛率为 O
(

1
√
n+u
+ 1

n

)
的多输出泛化误差界 乛丱丰丷丬丱丰丸丬串丰丸九。

丳丮 基于积分算子理论，使用容量假设、正则化假设，为分布式、随机特征

相结合的大规模半监督核岭回归 丨之乒乒丩提供最优泛化误差理论保证 乛丱丸丸九；基于积

分算子理论，为 乎乹乳乴乲件乭采样、乐乃乇相结合的大规模半监督核岭回归 丨乌乡买乒乌乓丩

提供泛化理论保证 乛丱丳丵九。
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第临章 大规模半监督的核方法模型选择准则研究

第第第4章章章 大大大规规规模模模半半半监监监督督督的的的核核核方方方法法法模模模型型型选选选择择择准准准则则则研研研究究究

基于第 丳章中建立的半监督核方法的泛化误差界，通过最小化泛化误差界，

来指导核方法模型选择准则的制定。本章提出三种核方法核方法模型选择准则：

最大化谱度量 乛串丰丶九、最小化核矩阵尾部特征值 乛串丰丵九、反向传播更新核超参数 乛丱丰丷九。

临丮丱 最大化谱度量

将 乌乓乓乖乍泛化误差界（定理 丳丮丳）、乓乖乍泛化误差界（定理 丳丮丵）统一写为

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ 1 − c6 · SM(κ, ϕ) +O
(

1
√

n

)
, 丨临丮丱丩

其中，c6 ∈ R+ 为常数。为获得更好的泛化性能，最小化 丨临丮丱丩 中的泛化误差界

E( f̂n) − E( f ∗)，可得使用最大化谱度量作为二分类核方法模型选择准则

arg max
κ∈K

SM(κ, ϕ).

其中，K 为候选的核函数结合。同时，为方便谱度量的计算，使用如下的高阶

形式谱度量。

定义 4.1 丨高阶形式谱度量丩. 对核矩阵特征值使用高阶形式 ϕ(λi) = λ
r
i , r ≥ 1。高

阶形式谱度量具体定义为

SM(κ, ϕ) =
1
n

n∑
i=1

λri 〈y, vi〉
2 =

1
n
yT

(
n∑
i=1

λri vivT
i

)
y =

1
n
yTNr y.

定义 临丮丱中的谱度量的时间复杂度为 O(n2)，相对于其他核方法模型选择方

法计算效率较高。因此，使用如下准则选取核函数

arg max
κ∈K

SM(κ, tr ) =
1
n
yTNr y

其中，K 为候选的核函数结合。为避免正负样本不均衡问题，使用加权后的最

大化谱度量作为核函数选择准则：

arg max
κ∈K

SM(κ, tr ) =
1
n
ȳTNr ȳ, 丨临丮串丩

其中ȳ+ =
n
n+
、ȳ− = −

n
n−
， n+、n−分别为正负样本个数。
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表 4.1最大化谱度量与其他核函数选择方法对比

模型选择准则 时间复杂度 理论保证

近似交叉验证 丨乃乖丩 乛丱丶九 O(n3) 有

核对齐 丨之乔乁丩 乛串串丹九 O(n2) 无

中心化核对齐 丨乃之乔乁丩 乛串丳丰九 O(n2) 无

乆乓乍 乛串丳九 O(n2) 无

久乒 乛串丳丱九 O(n3) 有

谱度量 丨乓乍丩 O(n2) 有

如表 临丮丱中所示，近似交叉验证方法、久乒方法虽然有理论保证，但计算复

杂度很高 O(n3)，不适用于大规模数据上的核函数选择；而 之乔乁、乃之乔乁、乆乓乍

等方法，虽然计算效率较高，但无法从理论上保障算法的泛化性能；仅有最大

化谱度量 丨乓乍丩兼顾了计算效率、理论保证。

临丮丱丮丱 最大化谱度量的特例

本节介绍两个常用的方法：最小化图割 丨乭乩乮乩乭乵乭 乧乲乡买乨 乣乵乴丩、最大化均值差

异 丨乭乡乸乩乭乵乭 乭乥乡乮 乤乩乳乣乲乥买乡乮乣乹丬 乍乍乄丩，同时证明它们是最大化谱度量的特例。

临丮丱丮丱丮丱 与最小化图割的关联

在图论中，图割用于衡量图中不同分块的相似性 乛串丳串九。而核函数 κ(xi, x j)天

然地反映了输入样本 xi、x j的相似性，因此使用核矩阵 K作为相似度矩阵构造

图。此时，正则化图割 丨乮乯乲乭乡乬乩乺乥乤 乧乲乡买乨 乣乵乴丬 乎乣乵乴丩 乛串丳串九可以写为

Ncut(κ) =
yTLy

yTDy
,

其中乌乡买乬乡乣乩乡乮 矩阵为 L = D − K。 D 为对角矩阵，其对角元素定义为 Dii =∑n
j=1 Ki j。如果正负样本个数是均衡的，即 n+ = n−，可得

yTDy =
n∑
i=1

Dii =

n∑
i, j=1

Ki j = |K|1.

令 ϕ(t) = t，将 乎乣乵乴与谱度量关联起来

Ncut(κ) = 1 −
yTKy

yTDy
= 1 −

ȳTK ȳ

2|K|1
= 1 −

n
2
· SM(κ, t),

从上面的等式中可得，最小化图割等价于最大谱度量。
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临丮丱丮串 与最大均值差异的关联

均值差异 丨乭乥乡乮 乤乩乳乣乲乥买乡乮乣乹丬 乍乄丩 用于衡量两个分布之间的差异 乛串丳丳九。再生

核希尔伯特空间H上的均值差异可以写为

MD(H) =
 1

n+

n+∑
i

φ(xi) −
1
n−

n−∑
j

φ(x j)


H
,

其中〈φ(xi), φ(x j)〉H = κ(xi, x j)。

如果核矩阵 K为正则化矩阵，即 K = N。令 ϕ(t) = t，易得

SM(κ, t) =
1
n

ȳTN ȳ =
1
n

ȳTK ȳ

=
1
n2
+

n+∑
i, j

Ki j +
1
n2
−

n−∑
i, j

Ki j −
2

n−n+

n+∑
i

n−∑
j

Ki j

=

 1
n+

n+∑
i

φ(xi) −
1
n−

n−∑
j

φ(x j)


H
.

上面的等式说明均值差异MD(κ)是谱度量 SM(K, ϕ)的特例。

注. 当使用 ϕ(t) = t 时候，图割、均值差异是谱度量的特例。但在核方法模型选

择准则推导、实际使用中，使用 ϕ(t) = tr 丬 r ≥ 1，因为该形式计算效率较高，同

时能够达到去噪的目的。

注. 不同于传统核方法模型选择在候选核函数中选取一个核函数，多核学习

丨乭乵乬乴乩买乬乥 乫乥乲乮乥乬 乬乥乡乲乮乩乮乧丬 乍之乌丩 将候选核函数组合起来，而核模型选择过程变

为学习核函数组合参数 乛丹丱丬串丳临丕串丳丶九。最大化谱度量可以应用到多核学习中：

arg min
µ

MS(κµ, tr ) 乳丮乴丮 ‖µ‖p = 1, µ ≥ 0,

其中 κµ =
∑k

i=1 µiκi。利用梯度算法可以有效地解决上述优化问题。

临丮串 最小化核矩阵尾部特征值

由泛化理论分析中定理 丳丮丱丰、推论 丳丮丱丱可知，如果核函数对应假设空间的

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度更小，则该核学习器能够获得更紧的泛化误差界。对局

部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的估计 丨丳丮串丷丩可以缩写为

R(Hr ) ≤ 2
√

1
n + u

min
θ≥0

(
c7θ +

∑
j>θ

λj

)
.
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其中，c7 为常数。在给定截断点 θ 的情况下，局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度主要依赖

于积分算子的尾部特征值之和
∑

j>θ λj。而积分算子的经验形式即为核矩阵，所

以可以使用核矩阵的尾部特征值之和界定经验形式的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。

对于在候选核函数中选取一个核函数的情况，可以将最小化核矩阵尾部特

征值作为核方法模型选择准则

arg min
κ∈K

∑
j>θ

λj(K), 丨临丮丳丩

其中，K为核函数对应的核矩阵，λj(K)为核函数的第 j 个降序特征值。

上述单核选择准则 丨临丮丳丩存在两个不足：（丱）最小化核矩阵的尾部特征值之

和只与样本输入 {xi}
n+u
i=1 相关，但忽略了样本输出 {yi}

n
i=1 中的信息，因此选择

出来的核函数存在一定局限性；（串）该模型选择准则割裂了核函数选择、模型

训练的过程，而端对端形式同时学习核函数、模型参数往往性能更优。

基于以上不足，考虑将最小化尾部特征值之和作为学习目标函数的一部分。

但对于单核方法来说，其尾部特征值是固定的，对指导核函数选择没有意义，

无法使用该端对端形式进行学习。然而，多核学习 丨乍之乌丩 对应的尾部特征值

之和是不固定的，与多核组合系数相关。因此，下面介绍出端对端的核方法模

型选择方法：将最小化尾部特征值之和，同时学习多核组合系数、核模型参数。

并可以使用有标签数据、无标签数据上定义的核矩阵 K = {κ(xi, x j)}
n+u
i, j=1，从而

使用无标签数据减小 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度。

多核学习使用核函数为

κµ(x, x
′) =

M∑
m=1

µmκm(x, x
′),

其中，µ 为多核组合系数，每个核函数存在 κm(x, x) = 〈φm(x), φm(x
′)〉。多核组

合的核函数为 κµ(x, x
′) = 〈φµ(x), φµ(x

′)〉，其诱导的隐式特征映射为 φµ(x) =[√
µ1φ1(x), · · · ,

√
µMφM (x)

]>
。将局部假设空间 丨丳丮丱丸丩重写为多核形式

Hµ = { f
�� f (x) = 〈W, φµ(x)〉, ‖W ‖2,p ≤ 1, E (`f − `f ∗)2 ≤ r}.

临丮串丮丱 多核凸组合方法 (Conv-MKL)

多核方法对应假设空间 Hµ 的全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度可以由核矩阵 Kµ =∑M
m=1 Km 的特征值之和（核矩阵的秩）界定。为最小化 Hµ 全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复

杂度，常直接对核矩阵的迹进行限定 乛丹丵丬串丳丷九，如 Tr(Kµ) ≤ 1。
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根据泛化理论分析结果（定理 丳丮丱丰、推论 丳丮丱丱）可知，局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复

杂度由核矩阵的尾部特征值之和界定，得到的泛化误差收敛率比使用全部特征

值之和（核矩阵的迹）的泛化误差收敛率快很多。类似于对核矩阵的迹进行限

定，使用如下形式对尾部特征值之和进行限定：

H1 =
{

f ∈ Hµ :
∑
j>θ

λj(Kµ) ≤ 1
}
,

其中λj(Kµ)是组合后核矩阵Kµ的第 j大的特征值， θ为特征值截断点（截断点

之后为尾部特征值）。值得注意的是，尾部特征值之和是核矩阵迹与前 θ 个大特

征值之和的差为 ∑
j>θ

λj(Kµ) = Tr(Kµ) −

θ∑
j=1

λj(Kµ),

因此，基核的核矩阵尾部特征值之和可以在 O((n + u)2θ)的时间内计算得出。容

易看出假设空间 H1是非凸的，同时又由为
M∑
m=1

µm
∑
j>θ

λj(Km) =

M∑
m=1

µm/‖µ‖1
∑
j>θ

λj(‖µ‖1Km) ≤
∑
j>θ

λj

(
Kµ

)
.

构造出凸的假设空间 H2为

H2 =
{

f ∈ Hµ :
M∑
m=1

µm
∑
j>θ

λj(Km) ≤ 1
}
.

对所有基核的核矩阵进行规范化

K̃m =
(∑

j>θ

λj(Km)

)−1
Km

因此，规范化基核核函数、隐式特征映射为

κ̃µ(x, x
′) =

M∑
m=1

µmκm(x, x
′)∑

j>θ λj(Km)
,

φ̃µ(x) =

[√
µ1∑

j>θ λj(K1)
φ1(x), · · · ,

√
µM∑

j>θ λj(KM )
φM (x)

]
.

可以将假设空间 H2写作

H2 =
{

f (x) = 〈W, φ̃µ(x)〉, ‖W ‖2,p ≤ 1, µ � 0, ‖µ‖1 ≤ 1
}
,

基于正则化核矩阵的假设空间 H2，使用满足 µ � 0, ‖µ‖1 ≤ 1 的多核组合系数，

此时的多核学习器如算法 丱所示。

丶丷



大规模半监督的核方法模型选择研究

算法 1多核凸组合方法 丨乃乯乮乶中乍之乌丩
输入: M 个基核矩阵 K1, . . . ,KM，尾部特征值截断点 θ。

for m = 1 to M do

计算基核矩阵的尾部特征值为 rm =
∑

j>θ λj (Km)。

正则化基核矩阵为 K̃m = Km/rm。

end for

将正则化后的基核矩阵 K̃m丬 m = 1, . . . , M 应用到任意 `p中范数多核学习器中。

临丮串丮串 多核学习方法 (SMSD-MKL)

多核凸组合方法中，令尾部特征值和满足
∑M

m=1 µm
∑

j>θ λj(Km) ≤ 1，而不

是最小化尾部特征值之和，同时多核凸组合方法中没有对组合系数进行学习。

本节将最小化尾部特征值之和与经验损失最小化 丨久乒乍丩一起作为学习目标，

以端到端的形式同时学习多核组合系数 µ、核学习器。在假设空间 H1 使用经验

损失最小，并最小化尾部特征值之和获得更小的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度为

min
W,µ

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi)︸                ︷︷                ︸
C(W )

+
α

2
‖W ‖22,p + β

M∑
m=1

µmrm︸                        ︷︷                        ︸
Ω(W )

, 丨临丮临丩

其中，损失函数为 `( f (xi), yi) =

����1 − (
y>i f (xi) −max

y,yi
y> f (xi)

)����
+

、第 m个基核矩

阵的尾部特征值之和为 rm =
∑

j>θ λj(Km), ∀ m = 1, . . . , M。

梯度下降算法求解优化目标，需要对目标函数中各项求解一阶梯度，但由

于最小化核矩阵的尾部特征值之和在很多情况下不可微，所以无法直接使用随

机梯度下降算法进行求解。而合页损失只有少数情况是不可微的，所以使用次

微分求解合页损失的梯度。

基于对偶梯度下降框架 乛串丳丸丬串丳丹九，使用次微分对偶梯度下降算法 丨乳乴乯乣乨乡乳乴乩乣

乭乩乲乲乯乲 乡乮乤 乳乵乢中乧乲乡乤乩乥乮乴 乤乥乳乣乥乮乴丬 乓乍乓乄中乍之乌丩 求解多核学习问题 丨临丮临丩，从而求

得多核组合系数 µ及核学习器 f (x)。使用对偶梯度下降算法求解分为两个步骤

• 使用 C(W )更新对偶权重 θ丮

• 根据Ω(W )的费舍尔对偶丨乆乥乮乣乨乥乬 乤乵乡乬丩更新原始权重W、多核组合系数 µ丮

详细的求解过程在第 丵章中的算法 串进行了介绍。
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临丮丳 反向传播更新核超参数

使用最大化谱度量作为核方法模型选择包括两个步骤：首先从核函数候选

集中选取使得谱度量最大的核函数，再基于选择出来的核函数学习核学习器。

该方法割裂了核函数选择、训练核学习器两个过程。

而使用最小化核矩阵尾部特征值之和作为核方法模型选择准则，虽然能够

以端对端地形式同时学习核函数、核学习器，但其实际上学到核函数为多核组

合的形式，计算效率较低。

借鉴神经网络中大获成功的反向传播方法，本节使用反向传播更新核超参

数，该方法能够根据优化目标同时学习核超参数、模型参数，同时降低了推论

丳丮丱丱中的核方法泛化误差界。

临丮丳丮丱 自动谱核学习

临丮丳丮丱丮丱 平稳谱核

首先介绍常见的平稳谱核 丨乳乴乡乴乩乯乮乡乲乹 乳买乥乣乴乲乡乬 乫乥乲乮乥乬丩，又称为平移不变核

丨乳乨乩书乴中乩乮乶乡乲乩乡乮乴 乫乥乲乮乥乬丩，包括高斯核 κ(x, x ′) = exp(−‖x − x ′‖22/2σ
2)、拉普拉斯

核 κ(x, x ′) = exp(−‖x − x ′‖1/2σ2)等常用核函数。平稳谱核仅依赖于样本之间的

距离（相似度）τ = x−x ′，平稳谱核的核函数定义为 κ(x, x ′) = κ(x−x ′) = κ(τ)。

通过傅里叶逆变换 丨乩乮乶乥乲乳乥 乆乯乵乲乩乥乲 乴乲乡乮乳书乯乲乭丩， 乂乯乣乨乮乥乲 定理说明平稳谱核

核函数 κ(τ)由它对应的谱密度 s(ω)所决定 乛串临丰九。

引理 4.1 丨乂乯乣乨乮乥乲定理 乛丳丱九丩. 当且仅当平稳谱核 κ(x, x ′) = κ(x − x ′)能够表示为如

下形式时

κ(x, x ′) =

∫
X

eiω
>(x−x′)s(ω)dω, 丨临丮丵丩

定义在输入空间 X 上平稳谱核 κ(x, x ′)的是正定的 (positive definite)。其中 s(ω)

是 κ(x, x ′)对应的非负谱密度。

从 乂乯乣乨乮乥乲 定理中可以看出，平稳谱核 κ(x, x ′) 是由谱密度 s(ω) 唯一确定

的，因此可以通过更新谱密度 s(ω)来学习平稳谱核。表 临丮串中列举了常见的平

稳谱核 κ(τ)以及其对应的谱密度 s(ω)。比如，超参数为 σ的高斯核由概率密度

函数为 N (0, 1/σ2)的高斯分布决定。
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表 4.2平稳谱核及其对应谱密度

平稳谱核 κ(τ) s(ω) 对应分布

高斯核 exp
(
−
‖τ ‖22
2σ2

)
σ
√

2π
exp

(
−
σ2 ‖ω ‖22

2

)
正太分布

拉普拉斯核 exp
(
−
‖τ ‖1
σ

)
σ

π(1+σ2ω2)
柯西分布

柯西核 Πd
2

1+τ2
d

exp (−‖τ‖1) 指数分布

基于 乂乯乣乨乮乥乲定理 丨临丮丵丩，乒乡乨乩乭乩和 乒乥乣乨乴 乛丳丱九 提出使用蒙特卡洛采样 丨乍乯乮乴乥

乃乡乲乬乯 乳乡乭买乬乩乮乧丩 生成随机傅里叶特征近似平稳谱核 κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉。

其中，随机傅里叶特征可以定义为

φM (x) =

√
2
M

cos(Ω>x + b), 丨临丮丶丩

其中，频率矩阵 Ω = {ω1,ω2, · · · ,ωM } 是基于谱密度 s(ω)采样得来。相位向量

b = {b1, b2, · · · , bM }从均匀分布 U(0, 2π)重复采样 M 次得到。

临丮丳丮丱丮串 非平稳谱核

虽然平稳谱核得到了广泛应用，但平稳谱核仅依赖于样本间距离 τ = x − x ′

而忽略了输入样本 x 本身所携带的信息 丨乩乮买乵乴中乩乮乤乥买乥乮乤乥乮乴丩。同时，很多核函数

不属于平稳谱核，比如线性核 κ(x, x ′) = x>x ′、多项式核 κ(x, x ′) = (x>x ′+1)r等。

而非平稳谱核 丨乮乯乮中乳乴乡乴乩乯乮乡乲乹 乳买乥乣乴乲乡乬 乫乥乲乮乥乬乳丩 依赖于输入样本，并通过 乙乡乧乬乯乭

定理给出了非平稳谱核与谱密度之间的关联 乛丱丰丱九。

定理 4.2 丨乙乡乧乬乯乭定理 乛丱丰丱九丩. 当且仅当一般核函数 κ(x, x ′)满足以下形式

κ(x, x ′) =

∫
Rd×Rd

ei(ω
>x−ω′>x′)µ(dω, dω′), 丨临丮丷丩

该核函数在输入空间 X 是正定的。其中 µ(dω, dω′) 为与半正定 (positive semi

definite, PSD)谱度量 s(ω,ω′)相关的 Lebesgue-Stieltjes度量。

乙乡乧乬乯乭定理将一般核函数 κ(x, x ′)通过频率ω,ω′与半正定的谱密度 s(ω,ω′)

关联起来。同时，平稳谱核 丨乂乯乣乨乮乥乲定理丩是非平稳谱核 丨乙乡乧乬乯乭定理丩的特例：

当谱度量 s(ω,ω′)集中在对角线上 ω = ω′，非平稳谱核退化为平稳谱核。
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临丮丳丮丱丮丳 构造谱核学习框架

为使得 丨临丮丷丩中的谱密度是半正定的，构造谱核使得其满足 s(ω,ω′) = s(ω′,ω)，

同时引入对角线谱度量 s(ω,ω), s(ω′,ω′)，最终将谱核构造为 乛丱丰丱丬丱丰串九

κ(x, x ′) =

∫
X×X

Eω,ω′(x, x ′)µ(dω, dω′),

Eω,ω′(x, x ′) =
1
4

[
ei(ω

>x−ω′>x′) + ei(ω
′>x−ω>x′) + eiω

>(x−x′) + eiω
′>(x−x′)

]
.

丨临丮丸丩

与构造平稳谱核的随机特征 丨临丮丶丩相似，使用蒙特卡洛采样构造随机特征来

近似 丨临丮丸丩中的非平稳谱核：

k(x, x ′) =
∫
Rd×Rd

Eω,ω′(x, x ′)µ(dω, dω′)

= Eω,ω′∼s(ω,ω′)
[
Eω,ω′(x, x ′)

]
= Eω,ω′∼s(ω,ω′)

1
4
[

cos(ω>x − ω′>x ′) + cos(ω′>x − ω>x ′)

+ cos(ω>x − ω>x ′) + cos(ω′>x − ω′>x ′)
]

≈
1

4M

M∑
i=1

[
cos(ω>i x − ω′>i x ′) + cos(ω′>i x − ω>i x

′)

+ cos(ω>i x − ω>i x ′) + cos(ω′>i x − ω′>i x ′)
]

= 〈φM (x), φM (x
′)〉

其中(ωi,ω
′
i)
M
i=1

乩丮乩丮乤丮
∼ s(ω,ω′)，M 为蒙特卡洛采样次数。使用蒙特卡洛采样构造的

非平稳谱核对应随机傅里叶特征为

φM (x) =
1
√

4M


cos(Ω>x) + cos(Ω′>x)

sin(Ω>x) + sin(Ω′>x)

 ,
其中随机特征映射为 φM : Rd → R2M，随机特征维度为 2M。为降低计算开销，

使用与上面随机特征等价的 M 维的非平稳谱核的随机傅里叶特征为

φM (x) =
1
√

2M

[
cos(Ω>x + b) + cos(Ω′>x + b′)

]
, 丨临丮丹丩

其中频率矩阵 Ω,Ω′ ∈ Rd×M,Ω = {ω1,ω2, · · · ,ωM },Ω
′ = {ω′1,ω

′
2, · · · ,ω

′
M }。成对

频率 {(ωi,ω
′
i)}

M
i=1 通过蒙特卡洛方法采样于谱密度 s(ω,ω′)。偏置向量 b, b′独立

同分布地采样于均匀分布 U(0, 2π)，并重复 M 次数。
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图 4.1自动谱核学习 (ASKL)框架

使用随机特征映射 φM : Rd → RM，将定义 丳丮丱中假设空间 丳丮丱重写为

Hκ =
{

f | x → f (x) = W>φM (x) : ‖W ‖p ≤ 1
}
.

其中，W ∈ RM × RK。特征映射 φM : Rd → RM 使用 丨临丮丹丩的形式，即

φM (x) =
1
√

2M

[
cos(Ω>x + b) + cos(Ω′>x + b′)

]
,

基于下一节中的泛化理论分析，使用权重矩阵的迹范数 ‖W ‖∗、全部数据特征映

射的 乆乲乯乢乥乮乩乵乳范数 ‖φM (X)‖
2
F 能够获得更快的泛化误差收敛率。因此将 ‖W ‖∗、

‖φM (X)‖
2
F 作为正则化项，与经验风险最小化 丨久乒乍丩共同作为优化目标

arg min
W,Ω,Ω′

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi)︸                ︷︷                ︸
g(W )

+λA‖W ‖∗ + λB‖φM (X)‖
2
F, 丨临丮丱丰丩

其中，φM (X) ∈ R
M×(n+u)是全部数据的特征映射，对应于核矩阵迹的近似

‖φM (X)‖
2
F =

n+u∑
i=1

‖φM (xi)‖
2
2 =

n+u∑
i=1

〈φM (xi), φM (xi)〉 ≈

n+u∑
i=1

κ(x, x ′).

迹范数 ‖W ‖∗ 对模型权重进行了规范化，而平方 乆乲乯乢乥乮乩乵乳范数 ‖φM (X)‖
2
F 潜在

地对频率进展 Ω,Ω′ 进行了规范化。这两个正则化项，特征是关于特征映射的

罚项 ‖φM (X)‖
2
F 在传统学习目标中很少使用。在下一节中证明了这两个正则化

项、反向传播的使用，能够导致更好的泛化性能。图 临丮丱 展示了自动谱核学习

丨乡乵乴乯乭乡乴乥乤 乳买乥乣乴乲乡乬 乫乥乲乮乥乬 乬乥乡乲乮乩乮乧丬 乁乓之乌丩的学习框架。
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在学习过程中，仅对频率矩阵 Ω,Ω′、权重矩阵W 使用反向传播进行更新。

使用反向传播学习频率矩阵 Ω,Ω′ 潜在地改变了谱密度 s(ω,ω′)，从而使得特征

映射 φM 与样本输出相关，从而获得更强大的特征表示能力。从神经网络的角

度看， 乁乓之乌是激活函数为 乣乯乳乩乮乥的单隐藏层神经网络，能够使用反向传播同

时高效地更新输入层到隐藏层、隐藏层到输出层的权重；而从核方法的角度来

看，乁乓之乌使用有限维特征（隐藏层节点）近似平移不变核，可以应用核方法的

近似泛化理论。全连接的深度神经网络可以视为对多个平移不变核堆叠的近似，

在每一层都使用有限维特征（有限个隐藏层节点）近似该层对应的平移不变核，

核方法的泛化理论研究可以拓展到全连接的深度神经网络上。因此，乁乓之乌 兼

具了神经网络、核方法的优点，既有坚实的泛化理论基础，又能够使用反向传

播高效地学习新的核函数，为核方法、神经网络的研究建立了桥梁。

临丮丳丮串 泛化理论保证

基于定理 丳丮丹，并使用全局乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度 丨θ = 0丩，容易得到如下推论。

推论 4.3 丨谱核的泛化误差界丩. 令 B = sup f ∈Hκ
‖W ‖∗ < ∞，并假设损失函数 ` 满

足 ` − 2范数下的 L-Lipschitz连续。则以至少 1 − δ的概率存在如下泛化误差界

E( f̂n) − E( f ∗) ≤ c8R̂(Hκ) +O
(1
n

)
, 丨临丮丱丱丩

其中 c8 为常数， f ∗ ∈ Hκ 为泛化误差最小模型， f̂n ∈ Hκ 为经验误差最小对

应模型。同时，在使用随机傅里叶特征近似非平稳谱核 丨临丮丹丩 的情况下，全局

Rademacher复杂度存在如下上界

R̂(Hκ)

≤
B

n + u

√√
K

n+u∑
i=1

〈φ(xi), φ(xi)〉

= E(ω,ω′)∼s(ω,ω′)
B

n + u

√√
K

n+u∑
i=1

1
2

[
cos

(
(ω − ω′)>xi

)
+ 1

]
≈

B
n + u

√√√
K
M

n+u∑
i=1

M∑
j=1

1
2

[
cos

(
(ω j − ω′j)

>xi

)
+ 1

]
.

丨临丮丱串丩

讨论如下：

丨丱丩 全局 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度主要与权重矩阵迹范数 B = sup f ∈Hκ
‖W ‖∗ < ∞、

核矩阵迹
∑n

i=1〈φ(xi), φ(xi)〉两项相关，因此将 ‖W ‖∗、‖φM (X)‖
2
F 作为正则化项。
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丨串丩 对于平稳谱核，核矩阵的迹范数为定值
∑n

i=1〈φ(xi), φ(xi) = n。对应于

丨临丮丱串丩 中 ω = ω′ 的情况，存在常量 cos
(
(ω − ω′)>xi

)
= 1。而非平稳谱核，即

ω , ω′在很少情况看下能够取得 cos
(
(ω − ω′)>xi

)
= 1，说明了非平稳谱核在泛

化性能上显著优于平稳谱核。

丨丳丩 根据优化目标，使用反向传播更新 (ω,ω′)，能够获得更适合该学习任

务的概率密度分布 s(ω,ω′)，从而获得更合适的特征映射 φM。使用反向传播

改变了谱密度 s(ω,ω′)，实际上改变了对应的核函数 κ，而与任务相关 丨乯乵乴买乵乴中

乤乥买乥乮乤乥乮乴丩的谱核避免了较差情况，往往核矩阵的迹范数更小，泛化性能更优。

丨临丩 传统核方法只对权重矩阵W 进行更新，不更新谱密度 s(ω,ω′)，因此其

泛化性能极大地依赖于初始的核函数（即其对应的谱密度）。而使用自动谱核学

习框架，根据目标函数使用反向传播同时更新W、s(ω,ω′)，改变了初始的核函

数。通过反向传播更新谱密度，学得的核函数更适合学习任务。
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第第第5章章章 大大大规规规模模模半半半监监监督督督的的的核核核方方方法法法模模模型型型选选选择择择算算算法法法研研研究究究

传统核方法学习所需时间、空间复杂度均不低于O(n2)。常见核方法如非线

性核支持向量机 丨乓乖乍丩使用序列最小化 丨乓乍乏丩算法进行求解，其空间复杂度为

O(n2)，空间复杂度为 O(dn2)。而核岭回归方法 丨之乒乒丩存在如下闭式解

α = (K + λAI)−1y

其中，K为核函数 κ对应的核矩阵，y = [y1, y2, · · · , yn]
>对应于所有样本标签组

成的向量。核岭回归存储核矩阵 K 需要内存为 O(n2)；而闭式解的求解涉及到

大小为 n × n的矩阵求逆，所以核岭回归的时间复杂度为 O(n3)。而核方法模型

选择需要训练核学习器多轮（如交叉验证），因此时间复杂度会更高，如 k中折交

叉验证选择核函数的时间复杂度为 O(kn3)。

丵丮丱 常用的大规模核方法加速算法

如何降低核方法模型选择内存需求、提高计算效率，使得核方法模型选择

适用于大规模数据成为核方法的研究热点。目前，应用于大规模核方法的方法

包括分布式、低秩近似、一阶梯度优化算法三种，具体如下：

丱丮 基于分布式的大规模算法

分布式方法将训练数据进行分块，并在每个分块上训练局部学习器，训练

过程中经过必要的通信，最终将所有局部学习器合并为全局学习器。已完成工

作 乛丱丸丸九 使用了最简单的分布式方法：分治方法 丨乤乩乶乩乤乥 乡乮乤 乣乯乮乱乵乥乲丩。分治方法将

训练集 D划分为 m份丬在每个子集 Dj 上训练产生一个局部的学习器

f̂D j
(x) =

∑
xi ∈D j

α̂i jκ(xi, x), α̂j = (KD j
+ λAI)−1yD j

,

将局部学习器平均丬构成全局学习器 丨之乒乒中乄乃丩

f̂D =
1
m

m∑
j=1

f̂D j
.

基于积分算子理论，研究分块数 m 与最优泛化误差收敛率、空间复杂度、

时间复杂度的关系。当分块数满足 m . O
(
n

2r−1
2r+γ

)
时，之乒乒中乄乃 能够达到最优
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泛化误差界。同时，之乒乒中乄乃 的计算效率与分块数 m 相关，其空间复杂度为

O(n2/m2)、时间复杂度为 O(n3/m3)。

串丮 基于核方法低秩近似的大规模算法

非线性核方法的理论时间复杂度不会低于 O(n2)，常用快速近似法加速非线

性核方法的求解，主要包括 乎乹乳乴乲件乭采样和随机特征两种。

丨丱丩 使用 乎乹乳乴乲件乭方法近似核矩阵 乛丱丳丵九

K ≈ KnsK†ssK>ns,

其中， Kns、Kss 为全部数据上核矩阵 K 中的某个分块，分别对应于全部数据

与采样数据的核矩阵、采样数据上的核矩阵。将核矩阵中元素采样后重新排序，

将采样的 s个样本对应元素放在前面，可得如下的核矩阵划分

K =

Kss K>21

K21 K22

 , Kns =


Kss

K21

 .
使用 乎乹乳乴乲件乭 方法只需要存储核矩阵 Kns，因此空间复杂度为 O(ns)；而

计算过程中可以对近似形式进一步拆分，时间复杂度为 O(ns2)。当 乎乹乳乴乲件乭中

心点数满足 s & O
(
n

1
2r+γ

)
时， 之乒乒丕乎乹乳乴乲件乭 能够达到最优泛化误差收敛率。

之乒乒丕乎乹乳乴乲件乭的空间复杂度为 O(ns)、时间复杂度为 O(ns2)。

丨串丩 使用随机特征 丨乲乡乮乤乯乭 书乥乡乴乵乲乥乳丩近似核函数 乛丱丰丷丬丱丸丸九

κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉,

其中 φM 为核函数 κ 对应的随机特征，将核方法从隐式的特征空间 H通过蒙特

卡洛方法近似为有限维的 RM，在该特征空间下使用随机特征近似的核方法的模

型训练实际上是线性方法。

当随机特征数满足 M ≥ O
(
n
(2r−1)γ+1

2r+γ

)
时丬 之乒乒丕乒乆能够达到最优泛化误差收

敛率 O
(
n
−2r

2r+γ
)
。但在实际计算中，随机特征与输入空间为 RM 的线性方法相似，

空间复杂度为 O(nM)、时间复杂度为 O(nM2)。

丳丮 基于一阶梯度的随机优化算法

• 已完成工作 乛串丰丵九使用对偶梯度下降算法求解多核多分类问题。

• 已完成工作 乛串丰丷丬串丰丸九 使用近端梯度下降算法求解优化目标中包含不可微项

（尾部奇异值之和、迹范数）的多输出问题。

• 已完成工作 乛丱丳丵九使用预处理共轭梯度 丨乐乃乇丩方法加速闭式解求解。
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表 5.1近似核岭回归算法对比

方法 分块数 m 随机中心数 M 空间复杂度 时间复杂度

之乒乒 丯 丯 O
(
n2) O

(
n3)

之乒乒中乎乹乳乴乲件乭 丯 O
(
n

1
2r+γ

)
O (nM) O

(
nM2)

之乒乒中乒乆 丯 O
(
n
(2r−1)γ+1

2r+γ

)
O (nM) O

(
nM2)

之乒乒中乄乃 O
(
n

2r−1
2r+γ

)
丯 O

(
n2/m2) O

(
n3/m3)

定理 丳丮丱丶 O
(
n

2r−1
2r+γ

)
O

(
n
(2r−1)γ+1

2r+γ

)
O

(
nM
m

)
O

(
nM2

m

)
定理 丳丮丱丷 O

(
n∗n

−γ−1
2r+γ

)
O

(
n
(2r−1)γ+1

2r+γ

)
O

(
n∗M
m

)
O

(
n∗M

2

m

)
对于 乎乹乳乴乲件乭采样，随机中心数 M 为 乎乹乳乴乲件乭采样中心点数；

对于随机特征，随机中心点数 M 为随机特征个数。

丵丮串 结合分治算法、随机特征的核岭回归算法

已完成工作 乛丱丸丸九 将分治算法、随机特征两种加速手段相结合，提升大规模

核岭回归的求解效率。

丵丮串丮丱 近似核方法构造

令核函数存在随机特征映射 φM : Rd → RM 满足

κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉.

使用分治算法，将数据划分为 m 块，并为每块数据使用随机特征求解核岭回

归。第 j 个数据分块 Dj 上，局部学习器为

f̂ M
D j
(x) = W>

j φM (x), 乷乩乴乨 W j = (Ŝ>M ŜM + λAI)−1Ŝ>M ŷj, 丨丵丮丱丩

其中λA > 0。 ∀(x, y) ∈ Dj，存在 Ŝ>M =
1√
n/m
(φM (x1), · · · , φM (xn/m)) 以及 ŷj =

1√
n/m
(y1, · · · , yn/m)。将分块上的学习器进行平均后，得到全局学习器

f̂ M
D =

1
m

m∑
j=1

f̂ M
D j
. 丨丵丮串丩

上式 丨丵丮串丩 中的学习器 f̂ M
D 结合了分治算法、随机特征两种核方法加速方

法，将这种组合方法称为 KRR-DC-RF。定理 丳丮丱丶为分治算法、随机特征的组合

KRR-DC-RF提供了最优泛化理论保证。
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表 5.2近似核岭回归空间复杂度的对比

假设 丳丮丱临 假设 丳丮丱丵 之乒乒 之乒乒丕乎乹乳乴乲件乭 之乒乒丕乒乆 之乒乒丕乄乃 KRR�DC-RF

γ = 1 r = 0.5 O(n2) O(n1.5) O(n1.5) O(n2) O(n1.5)

γ = 0.5 r = 0.75 O(n2) O(n1.5) O(n1.625) O(n1.5) O(n1.375)

γ = 0 r = 1 O(n2) O(n1.5) O(n1.5) O(n) O(n)

表 5.3近似核岭回归时间复杂度的对比

假设 丳丮丱临 假设 丳丮丱丵 之乒乒 之乒乒丕乎乹乳乴乲件乭 之乒乒丕乒乆 之乒乒丕乄乃 KRR�DC-RF

γ = 1 r = 0.5 O(n3) O(n2) O(n2) O(n3) O(n2)

γ = 0.5 r = 0.75 O(n3) O(n2) O(n2.25) O(n2.25) O(n2)

γ = 0 r = 1 O(n3) O(n2) O(n2) O(n1.5) O(n1.5)

丵丮串丮串 相关工作对比

表 丵丮丱 对相关近似核岭回归算法进行了对比，对比方法包括标准核岭回归

丨之乒乒丩 乛丷丰九，使用 乎乹乳乴乲件乭 采样近似核矩阵的核岭回归 丨之乒乒中乎乹乳乴乲件乭丩 乛丷丳九，使用

随机特征近似核函数的核岭回归 丨之乒乒中乒乆丩 乛丷临九，使用分治算法求解的核岭回归

丨之乒乒中乄乃丩 乛丷丵九，以及本文提出的分布式、随机特征相结合的方法 KRR-DC-RF 丨定

理 丳丮丱丶丩、半监督方法 SKRR-DC-RF 丨定理 丳丮丱丷丩。表 丵丮丱中所有近似核岭回归算法

均取得最优泛化收敛率O
(
n−2r/(2r+γ))，比较不同假设下对应的分块数 m、随机采

样个数 M，以及学习算法对应的空间复杂度、时间复杂度。从表 丵丮丱 中可以看

出： 丨丱丩 随意采样点数（乎乹乳乴乲件乭 采样点、随机特征采样点） M 越少，近似算

法的内存需求越小、计算效率越高； 丨串丩 分块数 m 越大，近似算法的内存需求

越小、计算效率越高； 丨丳丩 由于 (2r − 1)γ ≥ 0，之乒乒丕乎乹乳乴乲件乭 的采样效率略高

于 之乒乒丕乒乆，也就是说达到相同的空间复杂度、时间复杂度、泛化误差收敛率，

之乒乒丕乎乹乳乴乲件乭需要的采样点更少。

在表 丵丮串、表 丵丮丳 中，将 γ、r 量化，以 (γ, r) = (1, 0.5)、(0.5, 0.75)、(0, 1)

三种情况为例，对比几种近似算法的空间、时间复杂度。由于所有近似方法都

达到了最优泛化误差，所以在容量假设、正则化假设不同满足情况下，各个算

法泛化误差率相同。由表 丵丮串、表 丵丮丳 可得，使用分布式、随机特征相结合的

KRR�DC-RF 在各情况下均取得了最小的空间复杂度、时间复杂度。相比于只使

用一种加速手段的近似核岭回归，KRR�DC-RF的计算效率有明显提升。
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丵丮丳 结合 Nyström采样、PCG加速的半监督核岭回归

首先依次介绍最小二乘回归 丨乒乌乓丩、半监督核岭回归 丨乌乡买乒乌乓丩、使用 乎乹乳中

乴乲件乭 加速的 乌乡买乒乌乓 丨乎乹乳乴乲件乭丩、使用 乎乹乳乴乲件乭 加速的 乌乡买乒乌乓 丨乎乹乳乴乲件乭丩。再对

各方法的求解所需的时间、空间复杂度进行对比。

丵丮丳丮丱 近似核方法构造

丵丮丳丮丱丮丱 最小二乘回归 (RLS)

又叫核岭回归 丨之乒乒丩，定义在有标签数据集 Dl 上，存在如下闭式解

f̂n(x) =
m∑
i=1

α∗i Knn(xi, x), α∗ = (Knn + λI)−1y,

其中 Knn ∈ R
n×n为定义在有标签数据上的核矩阵，y为对应标签组成的向量。

丵丮丳丮丱丮串 半监督核岭回归 (Laplacian Regularized Least Squares, LapRLS)

使用 乌乡买乬乡乣乩乡乮正则化，将 乒乌乓的闭式解推广到半监督数据上

f̂n =
n∑
i=1

α̂iK(xi, x), α̂ = (JKn∗n∗ + λAI + λILn∗n∗Kn∗n∗)
−1yn.

为方便表示，令 n∗ = n + u 代表全部样本个数。其中 Kn∗n∗ ∈ R
n∗×n∗ 为定义

在全部数据上的的核矩阵，Ln∗n∗ 为定义在全部数据上的 乌乡买乬乡乣乩乡乮 矩阵。对角

矩阵 J = 乤乩乡乧(1, · · · , 1, 0, · · · , 0)，其中前 n 个对角线元素为 1 其他为 0，y =

[y1, y2, · · · , yn, 0, · · · , 0]>前 n个元素使用 Dl中标签，剩余对角元素使用 0填充。

丵丮丳丮丱丮丳 使用 Nyström加速的 LapRLS (LapRLS–Nyström)

使用 乎乹乳乴乲件乭采样后，从 丨丳丮丵丸丩推导得出 乎乹乳乴乲件乭丕乌乡买乒乌乓的解为为

f̂n =
s∑

i=1

αiκ(xi, x), α = (K>nsKns + λAKss + λIK>n∗sLKn∗s︸                                     ︷︷                                     ︸
H

)† K>nsy︸︷︷︸
z

,

其中，Kns、Kss、Kn∗s 均为 Kn∗n∗ 中的某个分块。同时使用 s × s 大小的矩阵块

乘法避免存储大矩阵 Kns、Kn∗s。

基于泛化理论保证（定理 丳丮串丰、定理 丱 乛丷丳九丩，可令 s =
√

n∗，此时乌乡买乒乌乓丕

乎乹乳乴乲件乭对应的空间复杂度为 O(n∗)、时间复杂度为 O(n2
∗)。其中，矩阵求逆的

时间复杂度 O(n2
∗) 过高，考虑使用迭代算法求解线性系统，比如共轭梯度下降

算法 丨乃乯乮乪乵乧乡乴乥 乇乲乡乤乩乥乮乴丬 乃乇丩。迭代算法的时间复杂度依赖于迭代次数 t、每次

迭代中的计算复杂度，下面展开讨论：
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• 求解闭式解 Hα = z迭代次数 t依赖于 H的条件数 丨乃乯乮乤乩乴乯乮 乮乵乭乢乥乲丩所决

定丬条件数越小丨乷乥乬乬中乣乯乮乤乩乴乩乯乮乥乤丩丬迭代次数越少。

乣乯乮乤(H) =
λ乭乡乸(H)
λ乭乩乮(H)

, t = O
(
乣乯乮乤(H) log(1/ε)

)
.

乃乡乭乯乲乩乡乮乯等证明 t =
√

s log s的迭代次数能保证良好的泛化性能 乛丱丷串九。

• 每次迭代过程中，需要计算 Kn∗sα，对应时间复杂度为 O(n∗s)。

因此，令 s =
√

n∗并忽略较小的对数项，总体时间复杂度为 O(n∗st) = O(n1.75
∗ )。

丵丮丳丮丱丮临 使用 PCG加速 LapRLS–Nyström的闭式解求解 (Nyström-PCG)

使用预处理共轭梯度 丨乐乲乥乣乯乮乤乩乴乩乯乮乥乤 乃乯乮乪乵乧乡乴乥 乇乲乡乤乩乥乮乴，乐乃乇丩算法，对上

面线性系统的求解进行加速

P−1Hα = P−1z.

其中，P为预处理器。预处理器 P应与 H尽量相近，从而降低条件数。同时又

要方便计算，因此引入如下两个预处理器

• n ≤
√

n∗

P = K>n∗sKn∗s + λAKss +
λIn2

s2 KssLssKss .

• n >
√

n∗

P =
n
s
K>ssKss + λAKss +

λIn2

s2 KssLssKss .

将 乌乡买乒乌乓丕乎乹乳乴乲件乭 经验学习器 f̂n 定义为使用 乐乃乇 方法求解，并称之为

Nyström-PCG。定理 丳丮串丱 证明了使用 乐乃乇 求解 乌乡买乒乌乓丕乎乹乳乴乲件乭 的闭式解只

需要 s = O(
√

n + u) 个 乎乹乳乴乲件乭 采样中心点、t = O(log s) 次迭代就能够保证

O(1/
√

n) 的泛化误差收敛率。此时，Nyström-PCG 方法的空间复杂度为 O(n∗)、

时间复杂度为 O(n1.5
∗ )。

丵丮丳丮串 对比方法介绍

表 丵丮临 对 乌乡买乒乌乓 相关算法的空间复杂度、时间复杂度进行了对比。其

中，乌乡买乒乌乓丕乄乩乲乥乣乴、乎乹乳乴乲件乭中乄乩乲乥乣乴均直接使用矩阵运算进行求解 乌乡买乒乌乓、使

用 乎乹乳乴乲件乭 加速的 乌乡买乒乌乓； 乌乡买乒乌乓丕乃乇、乎乹乳乴乲件乭中乃乇 均使用共轭梯度下降
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表 5.4 Nyström-PCG相关算法时间、空间复杂度对比

学习器 时间复杂度 空间复杂度

乒乌乓中乄乩乲乥乣乴 O(n3) O(n2)

乌乡买乒乌乓中乄乩乲乥乣乴 O(n3
∗) O(n2

∗)

乌乡买乒乌乓中乃乇 O(n2.5
∗ ) O(n2

∗)

乌乡买乒乌乓中乐乃乇 O(n2
∗) O(n2

∗)

乎乹乳乴乲件乭中乄乩乲乥乣乴 O(n2
∗) O(n∗)

乎乹乳乴乲件乭中乃乇 O(n1.75
∗ ) O(n∗)

Nyström-PCG O(n1.5
∗ ) O(n∗)

其中，n为有标签样本数，u为无标签样本数，n∗ = n + u代表全部样本数，u � n。

算法 丨乃乇丩 进行迭代求解 乌乡买乒乌乓、使用 乎乹乳乴乲件乭 加速的 乌乡买乒乌乓； 乌乡买乒乌乓丕

乐乃乇、乎乹乳乴乲件乭中乐乃乇 均使用预处理共轭梯度下降算法 丨乐乃乇丩 算法进行迭代求解

乌乡买乒乌乓、使用 乎乹乳乴乲件乭加速的 乌乡买乒乌乓。从表 丵丮临可以看出：丨丱丩 乃乇、乐乃乇只用

来加速线性系统求解，无法减少空间复杂度，而空间复杂度的减少来自于 乎乹乳中

乴乲件乭 采样； 丨串丩 矩阵运算、乃乇、乐乃乇 三个算法的时间复杂度依次减少，同时

乎乹乳乴乲件乭近似很大程度上减少了时间复杂度。最终，使用 乎乹乳乴乲件乭、乐乃乇相结合

的方法求解 乌乡买乒乌乓问题 丨Nyström-PCG丩，将空间复杂度从 O(n2
∗)降低到 O(n∗)，

将时间复杂度从 O(n3
∗)降低到 O(n1.5

∗ )。

丵丮临 基于一阶梯度的随机优化算法

丵丮临丮丱 对偶梯度下降

针对最小化核矩阵尾部特征值之和中的多核多分类的优化目标 丨临丮临丩，使用

对偶梯度下降算法在原问题上进行求解 乛串丰丵九。最小化核矩阵尾部特征值之和中的

多核多分类的优化目标为

min
W,µ

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi)︸               ︷︷               ︸
C(W )

+
α

2
‖W ‖22,p + β

M∑
m=1

µmrm︸                        ︷︷                        ︸
Ω(W )

, 丨丵丮丳丩

为方便优化目标 丨临丮临丩的求解，引入原始权重W 的对偶权重 θ，使用对偶梯
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算法 2随机对偶梯度下降算法求解多核多分类优化目标 丨乓乍乓乄中乍之乌丩
输入: α, β, r,T

初始化: W 1 = 0, θ1 = 0, µ1 = 1, q = 2 log K

for t = 1 to T do

在训练数据上随机采样 (xt, yt)

计算对偶权重为 θ t+1 = θ t − ∂C(W t)

计算 νt+1
m = ‖θ t+1

m ‖ − tβrm, ∀m = 1, . . . , M

计算多核组合系数 µt+1
m =

sgn(νt+1
m ) |ν

t+1
m |q−1

α ‖θt+1
m ‖ |ν

t+1
m |

q−2
q

, ∀m = 1, . . . , M

end for

度下降（算法 串，乓乍乓乄丕乍之乌）进行求解。在算法 串的实际求解中，只更新对

偶权重 θ，而 µµµ的更新是通过定理 丵丮丱中给出的W 与 µµµ的关联进行更新。

将优化目标 丨临丮临丩划分为 C(W )、Ω(W )两部分：

• 对于 C(W )丬通过求解 C(W )的梯度，算法 串更新对偶权重 θ。由于 C(W )

使用的合页损失是不可微的，因此使用次微分 zt = ∂`( f (xt), yt)。

• 对于 Ω(W )，采用 乕乆乏中乍之乌算法类似手段 乛串丳丹九。基于定理 丵丮丱，算法使用

W = ∇Ω∗(θ)更新多核组合系数 µ。

实际上，算法 串通过更新权重范数 ‖θ t+1
m ‖、 νt+1

m 、µt+1
m 等实数，避免了直接

更新再生核希尔伯特空间 H中的原始权重W t+1、对偶权重 θ t+1
m 。而是通过更新

对偶权重的范数 ‖θ t+1
m ‖进行高效计算为

‖θ t+1
m ‖

2
2 = ‖θ

t
m − ztm‖

2
2 = ‖θ

t
m‖

2
2 − 2θ tm · ztm + ‖ ztm‖22,

其中，zt 为 C(W t)的次微分。

定理 5.1. 令

ν =
[
‖θ1‖ − βr1, . . . , ‖θM ‖ − βrM

]
,

则 ∇Ω∗(θ)的第 m个元素为

sgn(νm)θm
α‖θm‖

|νm |
q−1

‖ν‖q−2
q

,

丸串



第丵章 大规模半监督的核方法模型选择算法研究

其中，sgn(x)定义为

sgn(x) =


− 1, x < 0,

[−1,+1], x = 0,

+ 1, x > 0.

定理 丵丮丱建立了多核系数 µ、对偶权重 θ 之间的联系。在证明该定理之前，

首先介绍证明过程中使用到的两个引理。

引理 5.2 丨连接函数 丨乬乩乮乫 书乵乮乣乴乩乯乮丩 乛串临丱九丩. 令 p ∈ (1, 2], q = p/(p − 1)，则范数 ‖ccc‖p、

‖ccc∗‖q 互为对偶。将函数 g : M→M定义为

c∗i = gi(ccc) = ∇i
(1
2
‖ccc‖2p

)
=

sng(ci)|ci |p−1

‖ccc‖p−2
p

, i = 1, . . . , n,

对偶函数 g−1定义为

ci = g−1
i (ccc

∗) = ∇i

(1
2
‖ccc∗‖2q

)
=

sng(c∗i )|c
∗
i |

q−1

‖ccc∗‖q−2
q

, i = 1, . . . , n.

引理 5.3 丨`1中正则化闭式解 乛串临串九丩. 对于 `1正则化，存在如下优化目标

arg min
W ∈R

ηtW + λt |W | +
γt
2
W 2,

对应的最优解W ∗为

W ∗ =


0 |ηt | ≤ λt,

−
1
γt
(ηt − λt sgn(ηt)) 其他.

证明. 该最小化问题是一个无约束非光滑优化问题。最优条件说明当且仅当存

在 ξ ∈ ∂ |w∗ |时，w∗为最优解 乛串临丳九。可得

ηt + λtξ + γtw∗ = 0.

最终得到 `1中正则化的闭式解。 �

定理 5.1的证明. 根据标准的 乌乥乧乥乮乤乲乥中乆乥乮乣乨乥乬对偶，可得

∇Ω∗(θ) = arg max
W

W · θ −Ω(W )

= arg max
W

W · θ −
α

2
‖W ‖22,p − βµµµ · rrr .

丨丵丮临丩
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为求得上式的优化问题，需要将上式的梯度设置为 丰，因此 W 必须与 θ 成比

例。借鉴 乕乆乏中乍之乌的证明 乛串丳丹九丬显式地给出W 与 θ 的关联

Wm = µmθm

基于上述关联，算法 串 通过 ∇Ω∗(θ) 同时对 W, µµµ进行了更新。为方便推导，主

要考虑 cm = µm‖θm‖，优化问题 丨丵丮临丩重写为为

arg min
ccc

(βr − a) · ccc +
α

2
‖ccc‖2p 丨丵丮丵丩

其中 a =
[
‖θ1‖, . . . , ‖θM ‖

]
。

上述优化问题的最优条件说明 ccc∗ 是 丨丵丮丵丩的最优解 乛串临丳九。通过将上述最小化

问题 丨丵丮丵丩的梯度设置为 丰，可得

βr − a + αccc∗ = 0. 丨丵丮丶丩

进而可以得到 ccc∗ = 1
α

(
a − βr

)
。使用引理 丵丮串、引理 丵丮丳，可以得到如下闭式解

cm = f −1(c∗m) = ∇m

(1
2
‖c∗m‖

2
q

)
=

sgn(c∗m)|c∗m |q−1

α‖ccc∗‖q−2
q

.

同时令

ν =
[
‖θ1‖ − βr1, . . . , ‖θM ‖ − βrM

]
,

以及 µm = cm/‖θm‖、Wm = µmθm，可得多核组合系数为

µm =
sgn(νm)|νm |q−1

α‖θm‖‖ν‖
q−2
q

,

原始权重为

Wm =
sgn(νm)θm |νm |q−1

α‖θm‖‖ν‖
q−2
q

,

其中 sgn : R → R为符号函数，在求解次微分的过程中产生。 乘乩乡乯在其研究工

作 乛串临串九的第 丷丮串章针对 `中丱正则化的最优化问题给出了相似的分析。 �

丵丮临丮串 近端梯度下降

丵丮临丮串丮丱 构造优化目标

使用随机特征 φM : Rd → RM 对核函数进行加速 κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉，

并在特征空间中使用线性形式得到预测模型 f (x) = W>φM (x)。
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将 S定义为全部数据 Dl ∪ Du 上的相似度矩阵，其中 Si j 代表输入 xi、输入

xj 的相似性，比如可以使用热核函数进行独立 Si j = exp(−‖xi − xj ‖
2/σ2)。基于

半监督学习的连续性假设：相似输入样本对应的标签也是相似的，将半监督近

似核方法的代价函数定义为

E( f ) =
n+u∑
i, j=1

Si j ‖ f (xi) − f (xj)‖
2
2 = 乴乲乡乣乥(W>φM (X)LφM (X)>W),

其中 φM (X) ∈ RM×(n+u) 为全部样本输入对应的随机特征。图 乌乡买乬乡乣乩乡乮矩阵定义

为 L = D − S，其中 D为对角矩阵，对角元素为 Dii =
∑n+u

j=1 Si j。为最小化代价

函数 E( f )，将其加入到经验风险最小化优化目标中。

根据泛化理论分析中定理 丳丮丱串，线性学习器的局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度由权

重矩阵的尾部奇异值之和
∑

j>θ λj(W )界定，为获得更好的泛化性能将最小化W

的尾部奇异值之和加入到经验风险最小化学习 丨久乒乍丩框架中。结合了 乌乡买乬乡乣乩乡乮

正则化（用于利用无标签数据）、尾部奇异值之和（用于界定局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度）的近似核方法的优化目标为

arg min
f ∈Hκ

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi) + λI 乴乲乡乣乥(W>φM (X)LφM (X)>W )︸                                                               ︷︷                                                               ︸
g(W )

+ λS
∑
j>θ

λj(W ). 丨丵丮丷丩

将目标函数 丨丵丮丷丩 划分为对于 W 可微分、不可微分两部分。 g(W ) 包括

经验风险、乌乡买乬乡乣乩乡乮 正则化项，对于 W 是可微的。而 W 的尾部奇异值之和∑
j>θ λj(W ) 不可微。已完成工作

乛串丰丷丬串丰丸九 针对不可微的优化目标函数，并使用近

端梯度下降的奇异值阈值方法 丨乳乩乮乧乵乬乡乲 乶乡乬乵乥 乴乨乲乥乳乨乯乬乤乩乮乧丬 乓乖乔丩求解优化目标。

丵丮临丮串丮串 使用近端梯度下降算法求解不可微优化目标

乓乖乔算法最早由 乃乡乩等提出 乛串临临九，用于求解最小化矩阵迹问题（全部奇异值

之和）； 乘乵 等为求解最小化尾部奇异值之和的问题，发展出 乐乓乖乔 算法 乛串丱丵九；

乌乵 等为给出更广义的 乇乓乖乔 算法，能够求解最小化部分奇异值之和 乛串临丵九。本文

借鉴 乐乓乖乔算法、乇乓乖乔算法思想，对W 更新两次：首先针对可微部分 g(W )使

用随机梯度下降算法更新W；之后更新W 较大的奇异值，从而更新W。
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算法 3近端梯度下降算法
输入 有标签数据集 Dl、无标签数据集 Du。初始化矩阵W 1 = 0，总迭代次数 T，

特征映射函数 φM : Rd → RM。初始化超参数 θ, λI, λS、步长 ηt。

输出 WT+1

在全部数据 Dl、Du 上计算 乌乡买乬乡乣乩乡乮矩阵 L。

在全部数据上使用特征映射：X̃ = φM (X)。

for t = 1, 2, · · · ,T do

在有标签数据集上随机采样 b个样本 (xi, yi)
b
i=1 ∈ Dl 作为一个 乭乩乮乩中乢乡乴乣乨。

在 乭乩乮乩中乢乡乴乣乨上计算可微部分 ∇g(W t)梯度

∇g(W t) =
1
b

b∑
i=1

∂ `(h(xi), yi)

∂ W t

+ 2λIX̃LX̃>Wt . 丨丵丮丸丩

梯度下降更新W，并进行奇异值分解

UΣV> = W t − ηt∇g(W
t) 丨丵丮丹丩

更新W 奇异值，从而更新W

W t+1 = UΣθτV
> 其中 τ = ηtλS 丨丵丮丱丰丩

end for

在每次迭代中丬为获得等式 丨临丮丱丰丩紧的代理函数，保持 ‖W ‖∗ 不变而只对可

微分部分 g(W )进行放缩，从而应用近端梯度下降算法 乛串临丶九

W t+1 = arg min
W

λS
∑
j>θ

λj(W ) + g(W )

= arg min
W

λS
∑
j>θ

λj(W ) + g(W
t) + 〈∇g(W t),W −W t〉 +

1
2η
‖W −W t ‖2F

= arg min
W

λS
∑
j>θ

λj(W ) +
1

2η
‖W − (W t − η∇g(W t)‖2F

= arg min
W

1
2
‖W − Q‖2F + ηλS

∑
j>θ

λj(W ),

丨丵丮丱丱丩

其中 Q = W t − η∇g(W t)为中间变量、 η为学习率。
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引理 5.4 丨定理 丶 乛串丱丵九丩. 令 Q ∈ RM×K 的秩为 r，它的奇异值分解为 Q = UΣV>，

其中 U ∈ Rd×r，V ∈ RK×r 中列是相互正交的。 Σ 为对角矩阵，对角元素为

diag({σi}1≤i≤r )。存在如下闭式解

arg min
W

{
1
2
‖W − Q‖2F + τ

∑
j>θ

λj(W )

}
= UΣθτV

>,

其中，对角矩阵只有前 θ 大的奇异值进行了更新

(Σθτ)j j =


max(0,Σ j j − τ), i ≤ θ,

Σ j j, i > θ.

将等式 丨丵丮丱丱丩、引理 丵丮临相结合，应用到优化目标 丨丵丮丷丩，得到最终求解算法

（算法 丳）。如算法 丳所示，近端梯度下降算法更新W 两次：

• 第一次更新 丨丵丮丹丩：可微部分 g(W )使用随机梯度下降更新W。

• 第二次更新 丨丵丮丱丰丩：更新W 部分奇异值，从而更新W。

由于未具体定义损失函数，所以等式 丨丵丮丸丩对于损失的微分 ∂ `(h(xi ), yi )

∂ W t
是未

知的。下面介绍分别介绍多分类、多标签两个例子，确定具体的损失函数，从

而给出完整的学习过程。

丵丮临丮串丮丳 求解多分类问题

考虑类别数为 K 的多分类问题丮输出空间使用独热形式 Y = {0, 1}K，即只

有对应类别下标的元素为 1，其他 K − 1个元素均为 0。对于标签

yi = [0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0]>,

只有对应类别位置的元素标注为 丱。将多分类的边界 丨乭乡乲乧乩乮丩定义为

m f (xi, yi) = [ f (xi)]
>yi −max

y′i,yi
[ f (xi)]

>y ′i .

如果边界 m f (xi, yi) ≤ 0，则学习器 f 误分类了样本 (xi, yi)。若损失函数为 0中1

损失，则有 `( f (xi), yi) = 1m f (xi, yi )≤0。由于 0中1不连续，很难优化，因此考虑使

用连续的、能够界定 丰丕丱损失的损失函数。对于多分类问题使用合页损失

`( f (xi), yi) = |1 − m f (xi, yi)|+.
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由于合页损失在 m f (xi, yi) = 0的情况下是不可微的，因此使用求解次微分

代替求解梯度。最终，多分类对应经验损失的次微分可以定义为

∂ `( f (xi), yi)

∂ W t

=


0M×K, m f (xi, yi) ≥ 1,

φM (x)[y
′
i − yi]

>, 乯乴乨乥乲乷乩乳乥,
丨丵丮丱串丩

其中 (xi, yi) 为有标签数据集 Dl 中的某个样本。将多分类次微分 丨丵丮丱串丩 带入到

算法 丳，即可求得对应多分类问题的学习器。

丵丮临丮串丮临 求解多标签问题

多标签问题包括两种：多标签分类 Y = {0, 1}K 、多标签回归 Y = RK。对

于多标签问题，均使用平方损失

`( f (xi), yi) = ‖y − f (xi)‖
2
2 .

多标签经验误差的梯度为

∂ `( f (xi), yi)

∂ W t

= 2φM (xi)[ f (xi) − yi]
>, 丨丵丮丱丳丩

其中 (xi, yi) 为有标签数据集 Dl 中的某个样本。将多标签次微分 丨丵丮丱丳丩 带入到

算法 丳，即可求得对应多标签问题的学习器。
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第第第6章章章 实实实验验验分分分析析析

首先介绍实验中使用的评价指标、数据来源、超参选择、测试结果稳定性：

丱丮 评价指标

令 Dt = {(xi, yi)}
nt
i=1 为测试数据，将最终选取（学习）的核函数对应模型的

泛化性能作为评价指标。使用到的评价指标包括：

• 分类问题：分类错误率 丨久乲乲乯乲丩作为评价指标

久乲乲乯乲 =
1

ntK

nt∑
i=1

K∑
k=1

y′ik ⊕ yik .

其中， y ′i 为预测标签、yi 为真实标签、 ⊕为异或运算。分类问题的准确率指标

为 乁乣乣乵乲乡乣乹 = 1 − 久乲乲乯乲。

• 回归问题：均方根误差 丨乲乯乯乴 乭乥乡乮 乳乱乵乡乲乥 乥乲乲乯乲丬 乒乍乓久丩作为评价指标

乒乍乓久 =
1

ntK

nt∑
i=1

‖ f (xi) − yi‖2.

串丮 实验数据来源

实验数据取自 乕乃义 1和 乌义乂乓乖乍 2。由于面向学习任务不同，所以在实验中

没有使用完全相同的数据集。

丳丮 超参数选择

实验中用到的多个超参数，并使用 10丕折交叉验证选取在候选参数集合中选

取平均验证误差最小的超参数组合。用到的超参数包括正则化系数 λA, λI, λS ∈

{10−15, 10−11, · · · , 10−1}、核超参数比如高斯核 κ(x, x ′) = exp(−‖x−x
′ ‖22

2σ2 ) 中 σ ∈

{2−15, 2−14, · · · , 215}、矩阵截断点 θ ∈ {0, 0.1, · · · , 0.9} × n、构造 乌乡买乬乡乣乩乡乮 矩阵

时用到 k丕近邻算中的 k ∈ {2, 4, 6}。

临丮 测试结果稳定性

为获得稳定的测试结果，在重复划分训练集、测试集 T 次 丨T ≥ 10丩，并在

每一次划分上运行所有算法，从而每种算法在每个数据集上获得 T 个测试结果。

基于每种算法的 T 个测试结果，使用 乴 检验比较对对比算法进行比较，以 95%

1乨乴乴买为丯丯乷乷乷丮乩乣乳丮乵乣乩丮乥乤乵丯∼乭乬乥乡乲乮丯乍乌乒乥买乯乳乩乴乯乲乹丮乨乴乭乬

2乨乴乴买为丯丯乷乷乷丮乣乳乩乥丮乮乴乵丮乥乤乵丮乴乷丯∼乣乪乬乩乮丯乬乩乢乳乶乭
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的显著性水平统计方法间显著性差异。表格中加粗最优的测试结果，并使用下

划线标注与最优测试结果无显著差异的测试结果。

丶丮丱 大规模半监督核方法模型选择准则

本节使用实验验证第 临 章提到的核方法模型选择准则，包括：最大化谱度

量、最小化核矩阵尾部特征值之和、反向传播更新核超参数。这三种核方法模

型选择准则适用问题、应用方式不尽相同，所以实验数据集、评价指标不同。

丶丮丱丮丱 最大化谱度量

最大化谱度量适用于二分类有监督问题。在核函数候选集 K 中选取使得谱

度量最大的核函数作为准则

arg max
κ∈K

乓乍(κ, ψ) =
1
n
ȳTNr ȳ.

丶丮丱丮丱丮丱 平均测试误差、训练时间

首先将最大化谱度量与其他 丵个常用的核方法模型选择准则进行对比为

丨丱丩 丵丕折交叉验证 丨丵中书乯乬乤乳 乣乲乯乳乳中乶乡乬乩乤乡乴乩乯乮丬 乃乖丩

丨串丩 高效留一法 丨乥丞乣乩乥乮乴 乬乥乡乶乥中乯乮乥中乯乵乴 乣乲乯乳乳中乶乡乬乩乤乡乴乩乯乮丬 久乌乏乏丩 乛串临丷九

丨丳丩 中心化核对齐 丨乣乥乮乴乥乲乥乤 乫乥乲乮乥乬 乴乡乲乧乥乴 乡乬乩乧乮乭乥乮乴丬 乃之乔乁丩 乛串丳丰九

丨临丩 基于特征空间的核矩阵评价 丨书乥乡乴乵乲乥 乳买乡乣乥中乢乡乳乥乤 乫乥乲乮乥乬 乭乡乴乲乩乸 乥乶乡乬乵乡乴乩乯乮丬

乆乓乍丩 乛串临丸九

丨丵丩 特征值比率 丨乥乩乧乥乮乶乡乬乵乥 乲乡乴乩乯丬 久乒丩 乛串丳丱九

对于每个数据集，基于所有不同的核选择准则，在训练集上选取高斯核超

参数 σ。使用选取的核函数，并重复划分训练集、测试集，记录重复的测试结

果。表 丶丮丱报告了平均测试误差、标准差，从该表中可以得出

丨丱丩 在几乎所有的数据集上，乓乍显著优于 乆乓乍和 乃之乔乁。这是因为 乆乓乍

和 乃之乔乁 对学习算法没有理论保证，乆乓乍、乃之乔乁 方法所选择的内核并不能保

证良好的泛化性能。

丨串丩 相比于 乃乖方法，乓乍在 串丵个数据集中的 丱丹个数据集上测试误差更低；

相比于 久乒方法， 乓乍在 串丵个数据集中的 丱丷个数据集上测试误差更低。因此，

在大多数数据集上 乓乍优于 乃乖和 久乒。
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表 6.1最大化谱度量相关方法的平均分类错误率 (%)对比

乓乍 乃乖 久乌乏乏 乃之乔乁 乆乓乍 久乒

乡丱乡 16.84±1.39 丱丷丮丰串±丱丮丵丷 丱丶丮丸丸±丱丮临丱 丱丸丮丸丶±丱丮临丹 串临丮丷串±丱丮丶丷 丱丶丮丹丷±丱丮丵串

乡串乡 17.78±1.28 丱丷丮丹丶±丱丮串丵 丱丷丮丹临±丱丮串丷 丱丸丮丵串±丱丮串丶 串丵丮丶串±丱丮临丷 丱丸丮丹丹±丱丮丳丷

乡乮乮乥乡乬 2.69±3.28 丳丮丸丱±临丮丱丱 2.69±3.28 临丮丷丵±临丮丷丸 丵丮丱丳±临丮丱丸 丵丮丵丰±临丮丹丵

乡乵乳乴乲乡乬乩乡乮 丱丳丮丷丱±串丮丱丰 丱丳丮丸临±串丮丱丸 丱丳丮丸串±串丮丰临 丱丳丮丹丱±丱丮丸丹 临临丮丷丱±串丮临丷 13.53±2.06

乡乵乴乯乳 11.81±11.67 11.81±11.67 丱串丮丷丵±丱丱丮丰丶 丱丳丮丷丱±丱串丮丰丳 丱串丮丷丱±丸丮丰丶 丱串丮丱临±丱丱丮丵丱

乢乲乥乡乳乴中乷 3.27±1.01 丳丮丵丶±丱丮丱丶 丳丮丵丹±丱丮丰丸 丳丮丵丱±丱丮丰丵 丳丮丵丰±丱丮丰丵 临丮串丶±丱丮临丰

乢乲乥乡乳乴中乣乡乮乣乥乲 3.18±1.15 丳丮丶丳±丱丮丱丶 丳丮丵丰±丱丮串丳 丳丮丶丳±丱丮丱丶 丳丮丶丰±丱丮丱临 临丮丰临±丱丮丱串

乢乵买乡 丳丰丮串丹±丳丮临丸 29.10±4.04 丳丰丮丳丱±临丮串丷 丳丵丮丸丱±丳丮临丵 丳丹丮丷丷±丳丮丶丸 串丹丮丱丳±临丮临丶

乣乯乬乩乣 15.62±3.00 丱丶丮临丷±串丮丷丸 丱丵丮丷丳±串丮丹丷 丱丹丮串丷±串丮丵丸 丳丶丮临串±丳丮串丸 丱丷丮丳丵±丳丮丰丹

乤乩乡乢乥乴乥乳 串临丮串串±串丮临丱 串临丮丶丹±串丮丷丱 23.51±2.75 串临丮丸丵±串丮临丶 丳丵丮丳丰±丳丮丰丰 串丳丮丹丰±串丮临丸

乧乬乡乳乳 串串丮丰丹±丵丮丰丷 串丱丮丸串±丵丮丶丸 20.95±4.82 串丶丮临丱±丷丮丱丳 临丳丮丰丰±丹丮串串 串串丮丵丰±丵丮丰丸

乧乥乲乭乡乮丮乮乵乭乥乲 串临丮丰丹±串丮丱丵 串丵丮串丸±串丮丳丸 23.81±2.26 串丶丮丰串±串丮丱丶 串丹丮丸丹±串丮临丱 串丵丮丳丳±串丮丱临

乨乥乡乲乴 丱丶丮丵丳±丳丮串丷 丱丶丮丶丹±丳丮丳丶 15.95±3.29 丱丸丮丶丷±丳丮丷丸 临临丮丳丷±丵丮丵丰 丱丵丮丹丸±丳丮临丷

乨乥买乡乴乩乴乩乳 15.57±4.68 丱丷丮丰丹±丵丮丷临 丱丶丮丶丳±临丮丶临 丱丵丮丷临±丵丮丰丰 串丱丮串串±丵丮临丱 丱丸丮丹丱±丶丮串丰

乩乯乮乯乳买乨乥乲乥 临丮丸丸±串丮丱丰 丵丮串丸±串丮丱丱 丶丮临串±串丮丱丷 丱丱丮丷丰±丳丮临丳 丳丵丮丷丷±临丮丰丰 4.86±1.99

乬乡乢乯乲 13.65±8.10 丱临丮临丷±丸丮丰丸 丱临丮丸串±丸丮丳临 丱丵丮临丱±丸丮丸丰 丳临丮丵丹±丸丮丷丰 丱丸丮丸串±丸丮丸丱

买乩乭乡 串丳丮丸丰±串丮丱临 串串丮丷丸±串丮丳丶 22.51±2.41 串临丮丳丸±串丮串丸 丳临丮临丷±串丮临串 串串丮丷丸±串丮丰丷

乳乥乧乭乥乮乴 0.01±0.00 丰丮丰丶±丰丮串临 丰丮串丰±丰丮丰临 丰丮丳串±丰丮丰丳 丰丮串丱±丰丮丰丱 丰丮串临±丰丮丰临

乬乩乶乥乲中乤乩乳乯乲乤乥乲乳 丳丱丮丹临±丳丮串丱 29.00±4.11 丳丰丮丰串±临丮丷丶 丳丶丮串丷±丳丮丹丳 临丰丮丹丰±临丮丱丰 串丹丮丶丹±临丮丹丷

乳乯乮乡乲 丱丵丮丰丶±临丮丸丰 丱临丮串丶±临丮丹丳 13.68±4.43 丱丵丮丰丰±丵丮丵丱 临丹丮丳串±丶丮丹丳 丱丸丮丸临±丵丮丷丵

乶乥乨乩乣乬乥 3.02±1.79 丳丮丳丳±丱丮丷丷 3.02±1.79 丳丮丷丷±丱丮丵丱 丵丳丮丳串±丳丮丳丸 丵丮丵串±串丮临临

乶乯乴乥 4.31±1.71 临丮丷丸±丱丮丷临 临丮丸串±丱丮丷丳 丵丮串丵±丱丮丷串 丶丮丳丷±丳丮丹丶 丷丮丸丰±串丮丳丳

乷买乢乣 串丳丮丱丰±临丮丵丸 串串丮丸丳±临丮丳串 串丱丮丹丳±临丮临丵 21.87±4.13 串串丮丱丳±临丮丱丹 21.87±4.13

乴乩乣中乴乡乣中乴乯乥 丱丰丮丱丰±丱丮丹丳 丱丰丮串丸±丱丮丶丶 9.78±1.66 丳丳丮丶串±丵丮丳丱 丳临丮临临±串丮丰临 丱临丮丶串±串丮丰丵

乷乤乢乣 2.29±1.15 串丮临丳±丱丮丰丷 串丮丷丳±丱丮丱丱 串丮丸串±丱丮串丰 丳丷丮临丹±丳丮丸丳 临丮丷丵±丱丮丶丶

丨丳丩 乓乍 给出了与 久乌乏乏 相似的测试结果。在 丹 个数据集上，乓乍 显著优

于 久乌乏乏 丨乡乵乴乯乳、乢乲乥乡乳乴中乷、乢乲乥乡乳乴中乣乡乮乣乥乲、乨乥买乡乴乩乴乩乳、乩乯乮乯乳买乨乥乲乥、乬乡乢乯乲、乳乥乧乭乥乮乴、

乶乯乴乥 乡乮乤 乷乤乢乣丩；而在 丸个数据集上，乓乍显著差于 久乌乏乏 丨乤乩乡乢乥乴乥乳、乧乬乡乳乳、乨乥乡乲乴、

买乩乭乡、乬乩乶乥乲中乤乩乳乯乲乤乥乲乳、乳乯乮乡乲、乷买乢乣 乡乮乤 乴乩乣中乴乡乣中乴乯乥丩。

表 丶丮串 记录对比方法的训练时间。结果显示 乓乍 比 乃乖、久乌乏乏、久乒 三种

方法训练时间都短，并与 乃之乔乁、乆乓乍 训练时间相似。实际训练时间表现与表

临丮丱 中的时间复杂度结果一致。综合表 丶丮丱 中测试误差对比与表 丶丮串 中训练时间

对比，可以看出 乓乍可以保证良好的泛化性能同时具有较高的计算效率。

丹丱



大规模半监督的核方法模型选择研究

表 6.2最大化谱度量相关方法的训练时间（秒）对比

乓乍 乃乖 久乌乏乏 乃之乔乁 乆乓乍 久乒

乡丱乡 63.77 丷丰临丮丵丰 串丱丷丮丰丳 丸丷丮丵丱 丷丹丮丷丱 临串串丮丷丱

乡串乡 124.53 丱丹丹丵丮丷丶 丸丱丰丮丸丷 丱丷串丮串丸 丱丵丶丮丶丸 丱丵丵丸丮丷丰

乡乮乮乥乡乬 0.28 临丮丶丰 丰丮丸临 丰丮临丳 丰丮丵丵 丱丮丳丶

乡乵乳乴乲乡乬乩乡乮 8.30 丱丱丱丮丳丱 丳丰丮丳丳 丱丱丮丳临 丹丮丵丱 丵串丮丵丳

乡乵乴乯乳 0.10 串丮丱丸 丰丮串丳 丰丮丱丷 丰丮串丹 丰丮丳丷

乢乲乥乡乳乴中乣乡乮乣乥乲 8.05 丱丰临丮丵丵 串丷丮丱丳 丱丱丮丱丰 丹丮丳丶 临丷丮丶丸

乢乲乥乡乳乴中乷 8.59 丱丰丵丮丳丹 串丹丮丷丷 丱丱丮丸丰 丱丰丮丱丱 临丹丮丸丶

乣乯乬乩乣 1.55 串丵丮丷串 丶丮丵串 串丮丱丵 串丮丱丷 丱丱丮丶丰

乧乬乡乳乳 0.33 丵丮丷临 丱丮丱丵 丰丮丵丳 丰丮丶丶 串丮丰丰

乨乥乡乲乴 1.02 丱临丮丷丱 丳丮丶丶 丱丮丱串 丱丮串丰 丶丮丳丳

乨乥买乡乴乩乴乩乳 0.38 丶丮丵丵 丱丮临串 丰丮丵丸 丰丮丷丰 串丮临临

乩乯乮乯乳买乨乥乲乥 1.59 串临丮丶丰 丶丮丰丸 串丮丰丳 串丮丰丶 丱丰丮丶丰

乬乡乢乯乲 0.16 串丮丸丸 丰丮临串 丰丮串丸 丰丮临串 丰丮丶丷

买乩乭乡 10.99 丱丳丷丮丱丹 丳丶丮丶丰 丱丵丮丱丱 丱串丮丷临 丶串丮临丵

乳乥乧乭乥乮乴 7.50 丹丱丮丷丳 串丳丮丸丳 丱丰丮临丹 丸丮丹丳 临串丮丶丳

乤乩乡乢乥乴乥乳 10.70 丱丳临丮丷丱 丳丶丮串丶 丱临丮丹丰 丱串丮丵丱 丶串丮临丶

乧乥乲乭乡乮丮乮乵乭乥乲 21.80 串临丹丮丹丸 丷串丮丶丳 串丹丮丵丹 串丶丮串丷 丱串丷丮丵丱

乬乩乶乥乲中乤乩乳乯乲乤乥乲乳 1.37 串丱丮丰临 丵丮临丶 丱丮丹丱 丱丮丹临 丹丮串丷

乳乯乮乡乲 0.62 丱丰丮丵丳 串丮丳临 丰丮丸丷 丰丮丹丸 临丮丰丶

乶乥乨乩乣乬乥 2.03 丳丵丮丶临 丹丮丳丵 串丮丸丶 串丮丸丵 丱丵丮丹丵

乶乯乴乥 2.03 丳临丮临丳 丹丮丳丳 串丮丷丹 串丮丸丱 丱丵丮丹串

乷买乢乣 0.52 丹丮丰丶 串丮丰丷 丰丮丷丶 丰丮丹串 丳丮丳丳

乢乵买乡 1.36 串丱丮丰丹 丵丮丳临 丱丮丸丵 丱丮丸丸 丹丮丱丹

乴乩乣中乴乡乣中乴乯乥 18.93 串串临丮丱丳 丶丳丮丱丰 串丶丮丱丳 串丳丮丰临 丱丰丷丮丱串

乷乤乢乣 5.75 丶丱丮丳串 丱丹丮丱丸 丷丮丸丶 丶丮丸丰 丳丳丮丶丵

丶丮丱丮丱丮串 谱度量中参数 r 的影响

图 丶丮丱 给出不同 r 取值下的平均测试误差。对于任意固定的 r，在训练集

上使用最大化谱度量选取高斯核超参数 σ，并对选出的核模型进行训练、测试。

实验发现对于大多数数据集 r ∈ [2, 5]比较合适。同时，经过多次实验发现，将

r 随机设置为 r ∈ {2, 3, 4}不会带来显著的精度损失。

丶丮丱丮串 最小化核矩阵尾部特征值之和

最小化核矩阵尾部特征值之和适用于多核学习问题，实验中使用多核多分

类验证准则有效性。将核矩阵尾部特征值放在经验误差最小化 丨久乒乍丩学习框架
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图 6.1谱度量不同 r 对测试误差的影响

中，同时学习多核组合系数 µ、核模型权重W。优化目标 丨临丮临丩为

min
W,µ

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi) +
α

2
‖W ‖22,p + β

M∑
m=1

µmrm,

本节面向多分类学习，将提出的 Conv-MKL算法（算法 丱）、SMSD-MKL算法

（算法 串），与其他 丷种主流多分类学习算法进行对比为

• 一对一方法 丨乏乮乥中乡乧乡乩乮乳乴中乏乮乥丩 乛串临丹九。

• 一对多方法 丨乏乮乥中乡乧乡乩乮乳乴中乴乨乥中乒乥乳乴丩 乛串丵丰九。

• `1正则化的线性多分类 丨乌乍乃丩 乛串丵丱九。

• 极小范数学习器 丨乧乥乮乥乲乡乬乩乺乥乤 乭乩乮乩乭乡乬 乮乯乲乭 买乲乯乢乬乥乭 乳乯乬乶乥乲丬 乇乍乎乐丩 乛串丵串九。

• `1范数的多核多分类 丨`1 乍乃中乍之乌丩 乛串丵丳九。

• `2范数的多核多分类 丨`2 乍乃中乍之乌丩 乛串丵丳九。

• 混合范数的多核学习器 丨乕乆乏中乍之乌丩 乛串丳丹九。

表 丶丮丳记录了所有对比方法的平均分类准确率、标准差，其中结果说明

丨丱丩 与传统的多核学习方法相比，除了 乕乆乏丕乍之乌 在数据集 satige 结果外，

使用最小化多核矩阵尾部特征值之和的 Conv-MKL、SMSD-MKL 在其他所有数据

集上给出更高的准确率。因此，Conv-MKL、SMSD-MKL优于其他多核学习方法。

丨串丩 SMSD-MKL在 2/3比例的数据集上表现比 Conv-MKL更好，因此 SMSD-MKL

泛化性能更稳定。

丨丳丩 多核学习方法的测试结果全部优于单核 丨乏乮乥 乶乳丮 乏乮乥、乏乮乥 乶乳丮 乒乥乳乴、

乇乍乎乐丩测试结果。

丨临丩 在所有数据集上，任意核化的多分类学习器都要比线性多分类 丨乌乍乃丩

分类准确要高。
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表 6.3最小化核矩阵尾部特征值之和相关算法的分类准确率 (%)对比

Conv-MKL SMSD-MKL 乌乍乃 乏乮乥 乶乳丮 乏乮乥 乏乮乥 乶乳丮 乒乥乳乴 乇乍乎乐 `1 乍乃中乍之乌 `2 乍乃中乍之乌 乕乆乏中乍之乌

买乬乡乮乴 丷丷丮丱临±串丮串丵 78.01±2.17 丷丰丮丱串±串丮丹丶 丷丵丮丸丳±串丮丶丹 丷丵丮丱丷±串丮丶丸 丷丵丮临串±丳丮丶临 丷丷丮丶丰±串丮丶丳 丷丵丮临丹±串丮临丸 丷丶丮丷丷±串丮临串

买乳乯乲乴乐乯乳 丷临丮临丱±丳丮丳丵 76.23±3.39 丶丳丮丸丵±丳丮丹临 丷丳丮丳丳±临丮串丱 丷丱丮丷丰±临丮丸丹 丷丳丮丵丵±临丮串串 丷丱丮丸丷±临丮丸丷 丷丰丮丷丰±临丮丸丹 丷临丮丵丶±临丮丰临

买乳乯乲乴乎乥乧 丷临丮丰丷±串丮丱丶 74.66±1.90 丵丷丮丸丵±串丮临丹 丷丳丮丷临±串丮丸丷 丷丱丮丹临±串丮丵丰 丷临丮串丷±串丮丵丱 丷串丮丸丳±串丮串丰 丷串丮临串±串丮丶丵 丷丳丮丸丰±串丮串丶

乮乯乮买乬 79.15±1.51 丷丸丮丶丹±丱丮丵丸 丷丵丮丱丶±丱丮临丸 丷丷丮丷丸±丱丮丵串 丷丷丮临丹±丱丮丵丳 丷丸丮丳丵±丱丮临丶 丷丷丮丸丹±丱丮丷丹 丷丷丮丹丵±丱丮丶临 丷丸丮丰丷±丱丮丵丶

乳乥乣乴乯乲 丹串丮丸丳±串丮丶串 93.39±0.70 丹丳丮丱丶±丰丮丶丶 丹丰丮丶丱±丰丮丶丹 丹丱丮丳临±丰丮丶丱 \ \ 丹串丮丱丵±串丮丵丷 丹串丮丶丰±丰丮临丷

乳乥乧乭乥乮乴 丹丶丮丷丹±丰丮丹丱 97.62±0.83 丹丵丮丰丷±丱丮丱丱 丹丷丮丰丸±丰丮丶丱 丹丷丮丰串±丰丮丸丰 丹丶丮丸丷±丰丮丸丰 丹丶丮丹丸±丰丮丶临 丹丷丮丵丸±丰丮丶丸 丹丷丮串丰±丰丮丸串

乶乥乨乩乣乬乥 79.35±2.27 丷丷丮串丸±串丮丷丸 丷丵丮丶丱±丳丮丵丶 丷丸丮丷串±丱丮丹串 丷丹丮丱丱±丱丮丹临 丸丱丮丵丷±串丮串临 丷临丮丹丶±串丮丹丳 丷丶丮串丷±丳丮丱丵 丷丶丮丹串±串丮丸丳

乶乯乷乥乬 丹丸丮丸串±丱丮丱丹 98.83±5.57 丶串丮丳串±临丮丹丷 丹丸丮丱串±丱丮丷丶 丹丸丮串串±丱丮丸丳 丹丷丮丰临±丱丮丸丵 丹丸丮串丷±丱丮串串 丹丷丮丸丶±丱丮丷丵 丹丸丮串串±丱丮丶串

乷乩乮乥 99.63±0.96 99.63±0.96 丹丷丮丸丷±串丮丸丰 丹丷丮串临±丳丮丰丵 丹丸丮丱临±丳丮丰临 丹丷丮丶丹±串丮临丳 丹丸丮丶丱±丱丮丷丵 丹丸丮丵串±丱丮丸丹 丹丹丮临临±丱丮丱丳

乤乮乡 丹丶丮丰丸±丰丮丸丳 96.30±0.79 丹串丮丰串±丱丮丵丰 丹丵丮丸丹±丰丮丵丶 丹丵丮丶丱±丰丮丷丳 丹临丮丶丰±丰丮丹临 丹丶丮串丷±丰丮丶丸 丹丵丮丰丶±丰丮丹串 丹丵丮丸临±丰丮丶丱

乧乬乡乳乳 75.19±5.05 丷丳丮丷串±丵丮丸丰 丶丳丮丹丵±丶丮丰临 丷丱丮丹丸±丵丮丷丵 丷丰丮丰丰±丵丮丷丵 丷丱丮串临±丸丮丱临 丶丹丮丰丷±丸丮丰丸 丷临丮丰丳±丶丮临丱 丷串丮临丶±丶丮丱串

乩乲乩乳 丹丶丮丶丷±串丮丹临 97.00±2.63 丸丸丮丰丰±丷丮丸串 丹丵丮丹丳±丳丮串丵 丹丵丮丸丷±丳丮串丰 丹丵丮临丰±丷丮丳临 丹丵丮临丰±丶丮临丶 丹临丮丰丰±丷丮丸串 丹丵丮丹丳±串丮丸丸

乳乶乭乧乵乩乤乥串 丸串丮丶丹±丵丮丶丵 85.17±3.83 丸丱丮丱丰±临丮丱丵 丸临丮丷丹±丳丮临丵 丸临丮串丷±丳丮丰丳 丸丱丮丷丷±丳丮临丵 丸丳丮丱丶±丳丮丶丳 丸丳丮丸临±临丮串丱 丸串丮丹丱±丳丮丰丹

乳乡乴乩乭乡乧乥 丹丱丮丶临±丰丮丸丸 丹丱丮丷丸±丰丮丸串 丸临丮丹丵±丱丮丱丵 丹丰丮丶丷±丰丮丹丱 丸丹丮串丹±丰丮丹丶 丸丹丮丹丷±丰丮丸丱 丹丱丮丸丶±丰丮丶串 丹丰丮临丳±丱丮串丷 91.92±0.83

上述结果表明，使用最小化核矩阵尾部特征值（界定最小化局部乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度）可以显著地提高多类多核学习算法的性能，与泛化理论分析（推论

丳丮丱丱）是一致的。

丶丮丱丮丳 反向传播更新核超参数

反向传播更新核超参数适用于谱核方法，实验中使用多分类、回归问题对

模型选择准则进行验证。以端到端形式，根据优化目标，同时更新谱核密度对

应频率矩阵 Ω、Ω′，以及核模型权重W。优化目标 丨临丮丱丰丩可以写为

arg min
W,Ω,Ω′

1
n

n∑
i=1

`( f (xi), yi) + λA‖W ‖∗ + λB‖φM (X)‖
2
F .

为验证学习框架的有效性，将图 临丮丱 自动谱核学习 丨ASKL丩 框架，与其他几

种谱核学习方法进行对比，在表 丶丮临中列出，均为 ASKL的特例：

• SK：随机傅里叶特征近似平稳谱核 乛丳丱九。

• NSK：随机傅里叶特征近似非平稳谱核 乛丱丰丱九。

• SKL：使用反向传播学习的平稳谱核 乛串丵临九。

• NSKL为使用反向传播学习的非平稳谱核。乎乓之乌是 ASKL的特例，仅使用

‖W ‖2F 作为正则化项。
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表 6.4自动谱核学习 (ASKL)对比算法

方法 核函数 核超参数 正则化项

乓之 平稳谱核 交叉验证选择 ‖W ‖2F

乎乓之 非平稳谱核 交叉验证选择 ‖W ‖2F

乓之乌 平稳谱核 反向传播更新 ‖W ‖2F

乎乓之乌 非平稳谱核 反向传播更新 ‖W ‖2F

ASKL 非平稳谱核 反向传播更新 ‖W ‖∗, ‖φ(X)‖
2
F

丶丮丱丮丳丮丱 泛化性能对比

在表 丶丮丵中，对于分类数据集使用准确率 丨严丩作为评价指标， 丨↑丩代表准确

率越高泛化性能越好；对于回归数据集使用归一化的均方根误差 丨乒乍乓久丩 作为

评价指标，丨↓丩代表 乒乍乓久越低泛化性能越好。表 丶丮丵中结果说明为

丨丱丩 使用反向传播的自动谱核学习算法 ASKL在所有数据集上取得了最优结

果，验证了泛化理论分析的结果（推论 临丮丳）。

丨串丩 使用非平稳谱核带来了显著提升，但平稳谱核在相对简单的数据集上也

表现良好，比如 shuttle、cpusmall。

丨丳丩 核超参数是否使用反向传播更新，为泛化性能带来了巨大差异。未使用

反向传播的 乻乓之丬 乎乓之乽 比使用反向传播的 乻乓之乌丬 乎乓之乌乽 测试结果表现差距显

著，尤其是在复杂度的数据集上，比如 satimage、letter。这说明了反向传播更

新核超参数能够带来泛化性能显著的提升。

丨临丩 自动谱核学习 ASKL 的测试性能比 乎乓之乌 更优，说明两个正则化项

‖W ‖∗、‖φ(X)‖
2
F 提升了谱核学习的泛化性能。

实验结果表明：通过使用非平稳谱核、反向传播更新核超参数、正则化项

‖W ‖∗及 ‖φ(X)‖
2
F，自动谱核学习 ASKL获得了良好的泛化性能，与推论 临丮丳中理

论结果一致。

丶丮丱丮丳丮串 收敛情况对比

在手写字符识别数据集 丨乍乎义乓乔丩上记录自动谱核学习 ASKL及其对比算法的

收敛情况。在迭代过程中，每 串丰丰 次迭代记录的分类精度和目标函数取值，批

大小为 丳串。精度曲线与目标函数曲线是相关的，目标函数越小，精度越高。图
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表 6.5自动谱核学习 (ASKL)相关对比算法的平均测试结果对比

乓之 乎乓之 乓之乌 乎乓之乌 ASKL

乁乣乣乵乲乡乣乹丨↑丩

乳乥乧乭乥乮乴 丸丹丮丹丳±串丮丱串 丹丰丮丱丵±串丮丰丸 丹临丮丵丸±丱丮丸丶 丹临丮丳丷±丰丮丸丱 95.02±1.54

乳乡乴乩乭乡乧乥 丷临丮丵临±丱丮丳丵 丷丵丮丱丵±丱丮丳丸 丸丳丮丶丱±丱丮丰丸 丸丳丮丷临±丱丮丳临 85.32±1.45

乕乓乐乓 丹丳丮丱丹±串丮丸临 丹丳丮丸丱±串丮丱丳 丹丵丮丱丳±丰丮丹丱 丹丵丮串丷±丱丮丶丵 97.76±1.14

买乥乮乤乩乧乩乴乳 丹丶丮丹丳±丱丮丵丳 丹丷丮丳丹±丱丮临丱 丹丸丮丱丹±串丮丳丰 丹丸丮串丸±丱丮丶丸 99.06±1.26

乬乥乴乴乥乲 丷丶丮丵丰±丱丮串丱 丷丸丮串丱±丱丮丵丶 丹丳丮丶丰±丱丮丱临 丹临丮丶丶±串丮串丱 95.70±1.74

买乯乲乫乥乲 临丹丮丸丰±串丮丱丱 丵丱丮丸丵±丰丮丹丷 丵临丮串丷±串丮丷串 丵临丮丶丹±丱丮丶丸 54.85±1.28

乳乨乵乴乴乬乥 丹丸丮丱丷±串丮丸丱 丹丸丮串丱±丱丮临丶 丹丸丮丸丷±丱丮临串 丹丸丮丷临±丱丮丰丷 98.98±0.94

乍乎义乓乔 丹丶丮丰丳±串丮串丱 丹丶丮临丵±串丮丱丶 丹丶丮丶丷±丱丮丶丱 丹丸丮丰丳±丱丮丱丶 98.26±1.78

乒乍乓久丨↓丩

乡乢乡乬乯乮乥 丱丰丮丰丹±丰丮临串 丹丮丷丱±丰丮串丸 丸丮丳丵±丰丮串丸 7.85±0.42 丷丮丸丸±丰丮丱丶

乳买乡乣乥也乧乡 丱丱丮丸丶±丰丮串丶 丱丱丮丵丸±丰丮临串 丱丱丮临丰±丰丮丱丸 丱丱丮丳丹±丰丮临丶 11.34±0.27

乣买乵乳乭乡乬乬 串丮丷丷±丰丮丷丱 串丮丸临±丰丮丳丸 串丮丵丶±丰丮丷串 串丮丵丷±丰丮丶丳 2.42±0.48

乣乡乤乡乴乡 丵丰丮丳丱±丰丮丹串 丵丱丮临丷±丰丮丳串 临丷丮丶丷±丰丮丳丳 临丷丮丷丱±丰丮丳丰 46.34±0.23

丶丮串说明自动谱核学习 ASKL以更快的收敛速度达到了更小的经验误差。

图 6.2左图MNIST上的准确率曲线、右图MNIST上的目标函数曲线

丶丮串 大规模半监督核方法模型选择算法

由于核方法的时间、空间复杂度过高，均不低于 O(n2)，单独使用一种加速

方法（如分布式、乎乹乳乴乲件乭采样、随机特征、一阶梯度随机优化）后仍不能适用

于大规模数据，因此往往将多种加速手段相结合来训练大规模核学习器。

本节对第 丵 章中介绍的核方法加速手段进行组合，并通过实验验证多种加
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表 6.6 Nyström-PCG相关算法平均测试误差对比

数据集 样本维度 乒乌乓中乃乇 乌乡买乒乌乓中乃乇 乌乡买乒乌乓中乐乃乇 乎乹乳乴乲件乭中乃乇 Nyström-PCG

乭乡乤乥乬乯乮 串丰丰丰 丱丮丰丳丶±丰丮丰丰丹 0.990±0.007 0.990±0.007 丰丮丹丹丱±丰丮丰丰丹 丰丮丹丹丱±丰丮丰丰丹

乳买乡乣乥也乧乡 丳丱丰丷 丱丮串丵丱±丰丮丰丰临 1.210±0.004 1.210±0.004 1.210±0.004 1.210±0.004

乡乢乡乬乯乮乥 临丱丷丷 临丮丵丵±丰丮串×103 4.17±0.1×103 4.17±0.1×103 临丮丱丸±丰丮丱×103 临丮丱丸±丰丮丱×103

买乨乩乳乨乩乮乧 丱丱丰丵丵 丰丮临串丶±丰丮丰临丹 丰丮串丹临±丰丮丰丰丵 0.273±0.007 丰丮串丹丵±丰丮丰丰丵 丰丮串丷丵±丰丮丰丰丸

乡丸乡 串串丶丹丶 丰丮丷丰串±丰丮丰丰串 0.664±0.002 0.664±0.002 丰丮丶丶临±丰丮丰丰串 丰丮丶丶临±丰丮丰丰串

乷丷乡 串临丶丹串 丰丮串丹丱±丰丮丰丰串 0.283±0.002 0.283±0.002 丰丮串丸临±丰丮丰丰串 丰丮串丸临±丰丮丰丰串

乡丹乡 丳串丵丶丱 丰丮丶丹丸±丰丮丰丰丵 0.664±0.000 0.664±0.002 0.664±0.000 0.664±0.002

乩乪乣乮乮丱 临丹丹丹丰 丰丮临丳临±丰丮丰丰丵 0.389±0.002 0.389±0.002 丰丮丳丹丳±丰丮丰丰丱 丰丮临丶丳±丰丮丰丰丱

乣乯乤中乲乮乡 丵丹丵丳丵 丰丮丶丸丶±丰丮丰丰串 丯 丯 丰丮丶丱临±丰丮丰丰丱 丰丮丶丱临±丰丮丰丰丱

乣乯乮乮乥乣乴中临 丶丷丷丵丷 丰丮丷丸丱±丰丮丰丱丵 丯 丯 0.739±0.002 0.739±0.002

乳乫乩乮也乮乯乮乳乫乩乮 串临丵丰丵丷 丳丮丱丱丹±丰丮丰串丳 丯 丯 2.620±0.043 2.620±0.043

乙乥乡乲乐乲乥乤 临丶丳丷丱丵 丰丮丱丹丸±丰丮丰丰丱 丯 丯 0.187±0.001 0.187±0.001

速手段组合的高效性以及较少的泛化性能损失。

• 结合 乎乹乳乴乲件乭采样、乐乃乇加速的半监督核岭回归 丨乎乹乳乴乲件乭丕乐乃乇丩 乛丱丳丵九。

• 结合分治算法、随机特征近似核函数的核岭回归 丨乄乃丕乒乆丩 乛丱丸丸九。

丶丮串丮丱 结合 Nyström采样、PCG加速的半监督核岭回归

本节使用表 丵丮临中的对比方法进行实验，包括最小二乘回归 丨乒乌乓丩、半监督

核岭回归 丨乌乡买乒乌乓丩、使用 乎乹乳乴乲件乭采样的 乌乡买乒乌乓 丨乎乹乳乴乲件乭丩，并使用矩阵求逆

丨乄乩乲乥乣乴丩、共轭梯度下降 丨乃乇丩、预处理共轭梯度下降 丨乐乃乇丩等不同求解方式。各

对比方法的时间复杂度、空间复杂度如表 丵丮临所示。

丶丮串丮丱丮丱 测试误差、训练时间对比

首先使用 丱丰 折交叉验证选择最优核函数。其次，重复 丳丰 次将训练数据以

丷丰严、丳丰严的随机比例划分为训练集、测试集。随机取 丱丰严数据作为有标签数

据 丨n = 0.1(n + u)丩， 丱丰严数据作为 乎乹乳乴乲件乭采样点 丨s = 0.1(n + u)丩。

表 丶丮丶记录了测试集上的均方根误差 丨乒乍乓久丩，而表 丶丮丷记录了训练所需的

平均迭代次数、平均训练时间（秒）。从表 丶丮丶、表 丶丮丷可以总结出

丨丱丩 乒乌乓 在所有数据上测试误差最高，而 乌乡买乒乌乓中乃乇、乌乡买乒乌乓中乐乃乇 在所

有数据集上测试误差最低。

丨串丩 乌乡买乒乌乓方法与 乎乹乳乴乲件乭近似 乌乡买乒乌乓方法的测试误差无显著差异。
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表 6.7 Nyström-PCG相关算法迭代次数、训练时间对比

乒乌乓中乃乇 乌乡买乒乌乓中乃乇 乌乡买乒乌乓中乐乃乇 乎乹乳乴乲件乭中乃乇 Nyström-PCG

乩乴乥乲 乴乩乭乥 乩乴乥乲 乴乩乭乥 乩乴乥乲 乴乩乭乥 乩乴乥乲 乴乩乭乥 乩乴乥乲 乴乩乭乥

乭乡乤乥乬乯乮 丳串 丰丮丰丰丳 丱丳 丰丮丰串丹 丶 丰丮丰丳串 丱串 丰丮丰临丳 1 0.006

乳买乡乣乥也乧乡 丱丱 丰丮丰丰临 串丳 丱丮串串丰 丵 丰丮丵丶丹 串丳 丰丮丱丱丳 2 0.016

乡乢乡乬乯乮乥 丶临 丰丮丰丵丳 丹丸 串丶丮丵丰 临 丰丮丹丰丳 丹临 丰丮丳丶丳 2 0.067

买乨乩乳乨乩乮乧 丷临 丰丮丰丳丱 丳丰丰 串临丮串丰 丵丶 丸丮串丱丰 丳丰丰 串丮临丷丰 3 0.045

乡丸乡 丱丰丰 丰丮丰丶丸 丵丰 丱丸丹丮丱 丳 串丰丮丹丸 丵丰 临临丮丷丱 1 4.370

乷丷乡 丱丳 丰丮丰丷串 丳串 丱临丳丮串 串 丹丮丶丸丳 串丱丳 丱丰丷丮丷 1 2.252

乡丹乡 丳丰丰 丰丮丵串丹 丶临 丱丶丹丹 丳 丳丰丮丳丰 丶丵 丷丰丮临丰 1 4.034

乩乪乣乮乮丱 串临串 丸丮串丰临 丵丷 串丱丵临 丹 丷串丮临丱 丵丳 丱丰丸丮丸 5 4.186

乣乯乤中乲乮乡 丹丶 丷丮丱丷丸 丯 丯 丯 丯 丵丵 丱丳临丮丶 7 8.154

乣乯乮乮乥乣乴中临 丱丰丳 丱丱丮丰丷 丯 丯 丯 丯 丱丵临 丱丸丶丮丵 10 4.220

乳乫乩乮也乮乯乮乳乫乩乮 临丳 丹丱丮丳丹 丯 丯 丯 丯 丶丵 丱临丹丰 3 40.05

乙乥乡乲乐乲乥乤 丳丷 串丳丶丮丵 丯 丯 丯 丯 丹临 串临丷丹 2 116.1

丨丳丩 由于内存限制，乌乡买乒乌乓中乃乇、乌乡买乒乌乓中乐乃乇无法在大规模数据上运行。

丨临丩 使用 乃乇、乐乃乇 求解闭式解得到的测试误差相似，但使用 乐乃乇 方法的

迭代次数比使用 乃乇方法的迭代次数少很多、计算效率高很多。

丨丵丩 Nyström-PCG达到了与 乌乡买乒乌乓类似的泛化性能，但在计算效率上带来

成百上千倍的加速。

丶丮串丮丱丮串 有标签数据比例的影响

为探究标签比例对泛化性能的影响，调整有标签数据个数 n ∈ (n + u) ×

{1%, 2%, 4%, 8%, 16%, 32%, 64%}，同时固定乎乹乳乴乲件乭采样数为 s = 0.1(n+u)。使

用矩阵运算、乃乇、乐乃乇求解闭式解，对泛化性能影响不大，因此只关心对应闭

式解形式 乒乌乓、 乌乡买乒乌乓、乎乹乳乴乲件乭 近似 乌乡买乒乌乓 （缩写为 乎乹乳乴乲件乭）对应的测

试误差。通过不同有标签 丯无标签数据上重复 串丰次实验，将平均 乒乍乓久、标准

差报告在图 丶丮丳，可以看出

丨丱丩 乌乡买乒乌乓方法的测试误差总是小于 乒乌乓方法的测试误差，但两者测试误

差的差异随着有标签数据 n的增多而减小。

丨串丩 当有标签数据足够多时，乌乡买乒乌乓、乌乡买乒乌乓丕乎乹乳乴乲件乭平均精度很接近。

丨丳丩 所有方法测试误差的标准差都随着有标签样本个数 n的增加而减小。
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图 6.3不同标签比例对测试误差 (RMSE)的影响

丶丮串丮丱丮丳 Nyström采样比例的影响

为探究 乎乹乳乴乲件乭采样比例对泛化性能的影响，令采样数据动态变化 s ∈ (n +

u)×{1%, 2%, 4%, 8%, 16%, 32%, 64%}，同时固定有标签数据规模为 n = 0.1(n+u)。

在对 丸个数据集进行不同比例的标记丯未标记划分，并重复的 串丰次实验，将每种

方法的平均泛化误差汇总在图 丶丮临中。图 丶丮临说明

丨丱丩 因为在相同的带标签丯不带标签的分块上运行，乒乌乓 和 乌乡买乒乌乓 方法总

是给出相同的测试误差。

丨串丩 乎乹乳乴乲件乭近似的 乌乡买乒乌乓方法的测试精度随着采样比例的上升而提高。

丨丳丩 当采样比例大于 丱丰严 之后，乎乹乳乴乲件乭 近似 乌乡买乒乌乓 方法的泛化性能与

乌乡买乒乌乓相似。
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图 6.4不同 Nyström采样比例对测试误差 (RMSE)的影响

丶丮串丮串 结合分治算法、随机特征的核岭回归算法

丶丮串丮串丮丱 模拟数值实验

从定理 丳丮丱丶，可知最优泛化误差收敛率为

O
(
n−

2r
2r+γ

)
= O

(
n−

1
2r/γ+1

)
因此，泛化误差收敛率随着比率 r

γ
增大而变快。由于 r ∈ [1/2, 1]、γ ∈ [0, 1],最难

的问题对应于 r
γ
的最小比率，此时 r = 1/2, γ = 1，泛化误差收敛率为 O(n−0.5)。

同时，简单问题对于更大比率 r
γ
，也就是更快的泛化误差收敛率。借鉴研究工

作 乛丷临丬串丵丵九 中数值实验中模拟数据的构造方法，使用 q ≥ 2 的样条核函数 丨乳买乬乩乮乥

乫乥乲乮乥乬丩构造模拟数据（研究工作 乛串丵丶九中等式 串丮丱丮丷对样条函数进行了详细介绍）

Λq(x, x
′) =

∑
k∈Z

e2πiκ(x−x′)

|k |q
= 1 + 2

∞∑
k=1

cos(2πk(x − x ′))

kq
. 丨丶丮丱丩

其中关键在于，样条函数能够天然地构造随机特征。 ∀ q, q′ ∈ R，存在∫ 1

0
Λq(x, z)Λq′(x

′, z)dz = Λq+q′(x, x
′). 丨丶丮串丩
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使用以下设置，从而对对简单问题和困难问题进行实验

中 输入分布为 X = [0, 1]。对应边际分布 ρX 为均匀分布。

中 输出分布为 目标函数为 f∗(x) = Λ r
γ +

1
2
(x, 0)，并有方差 ε。

中 核函数及随机特征为 核函数定义为 κ(x, x ′) = Λ 1
γ
(x, x ′)。根据随机特征定

义、等式 丨丶丮串丩可得，ψ(x, ωi) = Λ 1
γ
(x, ωi)，其中 ωi 独立同分布地采样于均匀分

布 U[0, 1]。样条核函数对应随机特征为

φ(x) = M−1/2 (ψ(x, ω1), · · · , ψ(x, ωM )
)
.

当比率 r
γ
接近 0.5，此时问题较难，泛化误差收敛率接近于O(1/

√
n)。此时，

目标函数接近 Λ1(x, x
′)，对应的输出值变化极大、曲线陡峭，因此构造出的数

据难以拟合。当比率 r
γ
远离 0.5时，此时问题变容易，泛化误差收敛率逐渐接近

于 O(1/n)。此时，输出值变化幅度较小、输出曲线越来越平缓，因此构造的数

据容易拟合。本节，为 r、γ设置不同取值，构造出难易程度不同的回归问题。

使用等式 丨丵丮串丩 定义的 KRR�DC�RF 学习器 f̂ M
D ，并使用不同的样本数 n ∈

{100, · · · , 10000}。同时，根据定理 丳丮丱丶，将随机特征数设置为 M = n
(2r−1)γ+1

2r+γ 、分

片数设置为 m = n
2r−1
2r+γ。对正则化系数 λA在 n−

1
2r+γ 附近进行调参。
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图 6.5 KRR-DC-RF在简单回归问题上的表现

丨丱丩 简单问题

使用 r = 11/16、γ = 1/8，并将方差设置为 ε = 0.1，从而构造出较为简单

的回归问题。此时目标函数为 f∗(x) = Λ6(x, 0)，样本输出曲线平缓，容易拟合。

图 丶丮丵中左边子图显示，只要少量数据 n = 100就能拟合很好；而右边子图显示，

泛化误差的最佳拟合直线对应斜率为 −0.94，与通过最优泛化理论计算出来的泛

丱丰丱
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图 6.6 KRR-DC-RF在困难回归问题上的表现

化误差收敛率 O(n−0.92) 丨定理 丳丮丱丶丩 非常相近。因此在容易的问题上的测试结果

（泛化误差收敛率较快），验证了 KRR-DC-RF的泛化理论结果。

丨串丩 困难问题

使用 r = 0.7、γ = 1、ε = 0.1，并将方差设置为 ε = 0.1，从而构造出较为困

难的回归问题。此时目标函数为 f∗(x) = Λ1.2(x, 0)，样本输出曲线陡峭，难以拟

合。图 丶丮丶的左边子图显示丬当输入样本 x接近于 0或 1时，输出值变化剧烈，因

此需要更多样本才能拟合的较好 丨n = 10000丩；右边子图显示，经验上的泛化误

差收敛率为 O(n−0.57)，而通过最优泛化理论得出的泛化误差收敛率为 O(n−0.58)。

因此在困难的问题上的测试结果（泛化误差收敛率较慢），验证了 KRR-DC-RF的

泛化理论结果。

丶丮串丮串丮串 真实数据实验

由于真实数据集对应回归问题通常较难，不妨假定真实任务对应于定理

丳丮丱丶 中的最差情况 丨γ = 1 r = 1/2丩。此时，随机特征维度为 M & O(
√

n)，而

分块数为常数 m . O(1)。如果经验结果优于最坏情况，则理论结果可以得到验

证，即最优学习率比最坏情况需要更少的随机特征或更多的分块数。

在二分类数据集 乣乯乶乴乹买乥 3、乓乕乓乙 4、么义乇乇乓 5 上重复随机采样 n = 2.5 ×

105 数据点（此时
√

n = 500），在运行 KRR-DC-RF 算法。使用随机傅里叶特征

κ(x, x ′) ≈ 〈φM (x), φM (x
′)〉近似高斯核 κ(x, x ′) = exp(−‖x − x ′‖2/2σ2) 乛丳丱九。此时随

3乨乴乴买乳为丯丯乡乲乣乨乩乶乥丮乩乣乳丮乵乣乩丮乥乤乵丯乭乬丯乤乡乴乡乳乥乴乳丯乣乯乶乥乲乴乹买乥

4乨乴乴买乳为丯丯乡乲乣乨乩乶乥丮乩乣乳丮乵乣乩丮乥乤乵丯乭乬丯乤乡乴乡乳乥乴乳丯乳乵乳乹

5乨乴乴买乳为丯丯乡乲乣乨乩乶乥丮乩乣乳丮乵乣乩丮乥乤乵丯乭乬丯乤乡乴乡乳乥乴乳丯乨乩乧乧乳

丱丰串
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图 6.7 KRR-DC-RF在 covtype数据集上的测试误差

图 6.8 KRR-DC-RF在 SUSY数据集上的测试误差

机傅里叶特征为 φM (x) = cos(ω>x + b)，其中 ω 从高斯核对应分布中随机采样，

而 b采样于均匀分布 [0, 2π]丮 在实验中，使用 丱丰折交叉验证为σ、 λA选取最优

参数组合，并重复运行实验 丱丰次记录平均误差、标准差。

丨丱丩 随机特征维度对泛化性能的影响

将分块数固定为 m = 20，并改变随机特征维度 M，从而学习随机特征维度

M对学习器泛化性能的影响。如图 丶丮丷、图 丶丮丸、图 丶丮丹的全部左边子图所示，当

随机特征维度较小时，KRR-DC-RF的分类误差随着随机特征维度的增加而减小丮

然而，当随机特征维度多于某个阈值后，KRR-DC-RF收敛，并于 之乒乒中乄乃方法

的分类误差相近。图中显示阈值为 O(
√

n)，与理论结果一致（定理 丳丮丱丶）。

丨串丩 随机特征维度对泛化性能的影响

将随机特征数固定为 M = 500，并改变分块数 m，从而学习分块数 m 对学

习器分类误差的影响。如图 丶丮丷、图 丶丮丸、图 丶丮丹的全部右边子图所示，当分块数

为常数级别时，KRR-DC-RF 对应的分类误差较低，与 之乒乒中乒乆 非常相近。当分

丱丰丳
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图 6.9 KRR-DC-RF在 HIGGS数据集上的测试误差

块数增加时，KRR-DC-RF 对应的分类误差急剧增大，与理论分析中最差情况相

吻合 丨γ = 1、r = 1/2丩。

丱丰临



第丷章 总结与展望

第第第7章章章 总总总结结结与与与展展展望望望

核方法模型选择决定了核方法的泛化性能，但现有大规模核方法模型选择

方法在大规模半监督数据情形下，在泛化理论、模型选择准则、优化算法三方

面均存在不足。本文对半监督核方法泛化理论展开研究，分析影响半监督核方

法泛化性能的因素；通过最小化泛化误差上界，指导核方法模型选择准则的制

定；结合大规模加速手段，为大规模半监督核方法模型选择的求解设计高效算

法。具体研究内容包括：

• 大规模半监督的核方法模型选择理论研究。基于谱度量、局部乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲

复杂度、积分算子理论，分别给出二分类核方法、半监督核方法、大规模核方

法的泛化误差理论。其中，首次为类似于核对齐的方法提供泛化理论保证 乛串丰丶九；

通过建立假设空间上 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度、损失空间上 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的联

系，首次将基于局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲 复杂度的泛化理论分析扩展到半监督核方法

中 乛串丰丷丬串丰丸九；通过构造合适的误差分解，首次将积分算子理论的最优泛化理论推广

到分布式、随机特征结合的核岭回归方法中 乛丱丸丸九。

• 大规模半监督的核方法模型选择准则研究。 通过最大化谱度量，首次提

出了兼具泛化理论保证、高效计算效率的核方法模型选择准则 乛串丰丶九；通过最小化

局部 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度的泛化误差界，将最小化核矩阵尾部特征值之和与经验

损失最小化学习框架 丨久乒乍丩 共同训练，并以端到端形式学习核函数 乛串丰丵九；通过

界定结合非平稳谱核构造核网络的 乒乡乤乥乭乡乣乨乥乲复杂度，首次提出将最小化全部

数据上特征映射的 乆乲乯乢乥乮乩乵乳范数 ‖φ(X)‖2F 作为核选择准则，并使用反向传播同

时学习核超参数、模型参数 乛丱丰丷丬丱丰丸九。

• 大规模半监督的核方法模型选择算法研究。 为进一步提高核方法求解

效率，提出将分布式、随机特征相结合的高效算法，并给出最优泛化理论保

证 乛丱丸丸九；为提高半监督核岭回归 丨乌乡买乒乌乓丩 的求解效率，提出将 乎乹乳乴乲件乭 采样、

预处理共轭梯度下降算法相结合的方法，并给出泛化理论保证 乛丱丳丵九；为求解复杂

的多核多分类问题，提出使用对偶梯度下降算法在实数空间更新对偶变量、原

变量的范数 乛串丰丵九；为求解最小化权重矩阵尾部奇异值之和等不可微的优化目标，

提出使用近端梯度下降算法求解模型参数 乛串丰丷丬串丰丸九。
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未来工作方向为建立核函数与神经网络的关联，主要包括以下几个方面：

丨丱丩 建立核方法与深度神经网络的关联，尝试将核方法中常用的泛化理论分

析工具推广到深度神经网络中，为深度神经网络建立泛化误差理论。从而，提

高深度神经网络里可解释性，从泛化理论角度指导神经网络设计。

丨串丩 借鉴深度神经网络结构，通过随机特征显式地构造出核网络。以端到端

形式，通过反向传播同时优化核超参数、模型参数。最终，使用神经网络中权

重矩阵估计出对应核函数作为模型选择输出的核函数。

丨丳丩 结合神经网络中平均场理论 丨乭乥乡乮 东乬乥乤 乴乨乥乯乲乹丩 乛串丵丷丬串丵丸九，为核函数、核

神经网络的初始化超参数提供指导。将谱核网络与神经正切核 丨乮乥乵乲乡乬 乴乡乮乧乥乮乴

乫乥乲乮乥乬丬 乎乔之丩结合，达到简化复杂神经网络的目的 乛串丵丹九。
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乥丞乣乩乥乮乴 乤乩乳乴乲乩乢乵乴乥乤 乬乥乡乲乮乩乮乧乛乃九丯丯乁乤乶乡乮乣乥乳 乩乮 乎乥乵乲乡乬 义乮书乯乲乭乡乴乩乯乮 乐乲乯乣乥乳乳乩乮乧 乓乹乳乴乥乭乳丮 串丰丱丸为

丵丰丵丰中丵丰丶丰丮

乛丱丶丱九 乚乨乡乮乧 之丬 乔乳乡乮乧 义 乗丬 之乷乯乫 乊 乔丮 义乭买乲乯乶乥乤 乮乹乳乴乲件乭 乬乯乷中乲乡乮乫 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮 乡乮乤 乥乲乲乯乲 乡乮乡乬乹乳乩乳

乛乃九丯丯乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳 乯书 乴乨乥 串丵乴乨 义乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 丨义乃乍乌丩丮 乁乃乍丬

串丰丰丸为 丱串丳串中丱串丳丹丮

乛丱丶串九 之乵乭乡乲 乓丬 乍乯乨乲乩 乍丬 乔乡乬乷乡乬乫乡乲 乁丮 久乮乳乥乭乢乬乥 乮乹乳乴乲乯乭 乭乥乴乨乯乤乛乃九丯丯乁乤乶乡乮乣乥乳 乩乮 乎乥乵乲乡乬 义乮书乯乲中

乭乡乴乩乯乮 乐乲乯乣乥乳乳乩乮乧 乓乹乳乴乥乭乳 串串 丨乎义乐乓丩丮 串丰丰丹为 丱丰丶丰中丱丰丶丸丮

乛丱丶丳九 乌乩 乍丬 之乷乯乫 乊 乔 乙丬 乌仼 乂丮 乍乡乫乩乮乧 乬乡乲乧乥中乳乣乡乬乥 乮乹乳乴乲件乭 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮 买乯乳乳乩乢乬乥乛乃九丯丯乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳

乯书 乴乨乥 串丷乴乨 义乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 丨义乃乍乌丩丮 串丰丱丰为 丶丳丱丮

乛丱丶临九 么乳乩乥乨 乃 乊丬 乓乩 乓丬 乄乨乩乬乬乯乮 义 乓丮 乆乡乳乴 买乲乥乤乩乣乴乩乯乮 书乯乲 乬乡乲乧乥中乳乣乡乬乥 乫乥乲乮乥乬 乭乡乣乨乩乮乥乳乛乃九丯丯乁乤乶乡乮乣乥乳 乩乮

乎乥乵乲乡乬 义乮书乯乲乭乡乴乩乯乮 乐乲乯乣乥乳乳乩乮乧 乓乹乳乴乥乭乳 串丷 丨乎义乐乓丩丮 串丰丱临为 丳丶丸丹中丳丶丹丷丮

乛丱丶丵九 乄乥 乂乲乡乢乡乮乴乥乲 之丬 乄乥 乂乲乡乢乡乮乴乥乲 乊丬 乓乵乹乫乥乮乳 乊 乁丬 乥乴 乡乬丮 乏买乴乩乭乩乺乥乤 东乸乥乤中乳乩乺乥 乫乥乲乮乥乬 乭乯乤乥乬乳 书乯乲

乬乡乲乧乥 乤乡乴乡 乳乥乴乳乛乊九丮 乃乯乭买乵乴乡乴乩乯乮乡乬 乓乴乡乴乩乳乴乩乣乳 並 乄乡乴乡 乁乮乡乬乹乳乩乳丬 串丰丱丰丬 丵临丨丶丩为丱临丸临中丱丵丰临丮

乛丱丶丶九 乇乩乴乴乥乮乳 乁丬 乍乡乨乯乮乥乹 乍 乗丮 乒乥乶乩乳乩乴乩乮乧 乴乨乥 乮乹乳乴乲件乭 乭乥乴乨乯乤 书乯乲 乩乭买乲乯乶乥乤 乬乡乲乧乥中乳乣乡乬乥 乭乡乣乨乩乮乥

乬乥乡乲乮乩乮乧乛乊九丮 乊乯乵乲乮乡乬 乯书 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 乒乥乳乥乡乲乣乨丬 串丰丱丶丬 丱丷丨丱丩为丳丹丷丷中临丰临丱丮

乛丱丶丷九 乓乩 乓丬 么乳乩乥乨 乃 乊丬 乄乨乩乬乬乯乮 义丮 乃乯乭买乵乴乡乴乩乯乮乡乬乬乹 乥丞乣乩乥乮乴 乮乹乳乴乲件乭 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮 乵乳乩乮乧 书乡乳乴 乴乲乡乮乳中

书乯乲乭乳乛乃九丯丯乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳 乯书 乴乨乥 丳丳乲乤 义乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 丨义乃乍乌丩丮

串丰丱丶为 串丶丵丵中串丶丶丳丮

乛丱丶丸九 乓乩 乓丬 么乳乩乥乨 乃 乊丬 乄乨乩乬乬乯乮 义 乓丮 乍乥乭乯乲乹 乥丞乣乩乥乮乴 乫乥乲乮乥乬 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮乛乊九丮 乊乯乵乲乮乡乬 乯书 乍乡乣乨乩乮乥

乌乥乡乲乮乩乮乧 乒乥乳乥乡乲乣乨丬 串丰丱丷丬 丱丸丨丱丩为丶丸串中丷丱丳丮

乛丱丶丹九 乃乨乥乮 乊丬 乁乶乲乯乮 么丬 乓乩乮乤乨乷乡乮乩 乖丮 么乩乥乲乡乲乣乨乩乣乡乬乬乹 乣乯乭买乯乳乩乴乩乯乮乡乬 乫乥乲乮乥乬乳 书乯乲 乳乣乡乬乡乢乬乥 乮乯乮买乡乲乡中

乭乥乴乲乩乣 乬乥乡乲乮乩乮乧乛乊九丮 乊乯乵乲乮乡乬 乯书 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 乒乥乳乥乡乲乣乨丬 串丰丱丷丬 丱丸丨丱丩为串串丱临中串串丵丵丮

乛丱丷丰九 乂乡乣乨 乆丮 乓乨乡乲买 乡乮乡乬乹乳乩乳 乯书 乬乯乷中乲乡乮乫 乫乥乲乮乥乬 乭乡乴乲乩乸 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮乳乛乃九丯丯乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乌乥乡乲乮乩乮乧

乔乨乥乯乲乹丮 串丰丱丳为 丱丸丵中串丰丹丮

乛丱丷丱九 乁乬乡乯乵乩 乁丬 乍乡乨乯乮乥乹 乍 乗丮 乆乡乳乴 乲乡乮乤乯乭乩乺乥乤 乫乥乲乮乥乬 乲乩乤乧乥 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮 乷乩乴乨 乳乴乡乴乩乳乴乩乣乡乬 乧乵乡乲乡乮乴乥乥乳

乛乃九丯丯乁乤乶乡乮乣乥乳 乩乮 乎乥乵乲乡乬 义乮书乯乲乭乡乴乩乯乮 乐乲乯乣乥乳乳乩乮乧 乓乹乳乴乥乭乳 串丸 丨乎义乐乓丩丮 串丰丱丵为 丷丷丵中丷丸丳丮

乛丱丷串九 乃乡乭乯乲乩乡乮乯 乒丬 乁乮乧乬乥乳 乔丬 乒乵乤乩 乁丬 乥乴 乡乬丮 乎乹乴乲乯为 乗乨乥乮 乳乵乢乳乡乭买乬乩乮乧 乭乥乥乴乳 乥乡乲乬乹 乳乴乯买买乩乮乧乛乃九丯丯

乁乲乴乩东乣乩乡乬 义乮乴乥乬乬乩乧乥乮乣乥 乡乮乤 乓乴乡乴乩乳乴乩乣乳丮 串丰丱丶为 丱临丰丳中丱临丱丱丮

乛丱丷丳九 乔乵 乓丬 乒乯乥乬乯书乳 乒丬 乖乥乮乫乡乴乡乲乡乭乡乮 乓丬 乥乴 乡乬丮 乌乡乲乧乥 乳乣乡乬乥 乫乥乲乮乥乬 乬乥乡乲乮乩乮乧 乵乳乩乮乧 乢乬乯乣乫 乣乯乯乲乤乩乮乡乴乥

乤乥乳乣乥乮乴乛乊九丮 乡乲乘乩乶 买乲乥买乲乩乮乴 乡乲乘乩乶为丱丶丰串丮丰丵丳丱丰丬 串丰丱丶丮

乛丱丷临九 乒乡乨乩乭乩 乁丬 乒乥乣乨乴 乂丮 乗乥乩乧乨乴乥乤 乳乵乭乳 乯书 乲乡乮乤乯乭 乫乩乴乣乨乥乮 乳乩乮乫乳为 乒乥买乬乡乣乩乮乧 乭乩乮乩乭乩乺乡乴乩乯乮

乷乩乴乨 乲乡乮乤乯乭乩乺乡乴乩乯乮 乩乮 乬乥乡乲乮乩乮乧乛乃九丯丯乁乤乶乡乮乣乥乳 乩乮 乎乥乵乲乡乬 义乮书乯乲乭乡乴乩乯乮 乐乲乯乣乥乳乳乩乮乧 乓乹乳乴乥乭乳 串串

丨乎义乐乓丩丮 串丰丰丸为 丱丳丱丳中丱丳串丰丮

乛丱丷丵九 乌乥 乑丬 乓乡乲乬仳乳 乔丬 乓乭乯乬乡 乁丮 乆乡乳乴书乯乯乤中乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乮乧 乫乥乲乮乥乬 乥乸买乡乮乳乩乯乮乳 乩乮 乬乯乧乬乩乮乥乡乲 乴乩乭乥乛乃九丯丯

丱丱丷
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乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳 乯书 乴乨乥 丳丰乴乨 义乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 丨义乃乍乌丩为 乶乯乬乵乭乥 丸丵丮

串丰丱丳丮

乛丱丷丶九 乙乡乮乧 乊丬 乓乩乮乤乨乷乡乮乩 乖丬 乁乶乲乯乮 么丬 乥乴 乡乬丮 乑乵乡乳乩中乭乯乮乴乥 乣乡乲乬乯 书乥乡乴乵乲乥 乭乡买乳 书乯乲 乳乨乩书乴中乩乮乶乡乲乩乡乮乴

乫乥乲乮乥乬乳乛乃九丯丯乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳 乯书 乴乨乥 丳丱乳乴 义乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧 丨义乃乍乌丩丮

串丰丱临为 临丸丵中临丹丳丮

乛丱丷丷九 之乡乲 乐丬 之乡乲乮乩乣乫 么丮 乒乡乮乤乯乭 书乥乡乴乵乲乥 乭乡买乳 书乯乲 乤乯乴 买乲乯乤乵乣乴 乫乥乲乮乥乬乳乛乃九丯丯乁乲乴乩东乣乩乡乬 义乮乴乥乬乬乩乧乥乮乣乥

乡乮乤 乓乴乡乴乩乳乴乩乣乳丮 串丰丱串为 丵丸丳中丵丹丱丮

乛丱丷丸九 乐乨乡乭 乎丬 乐乡乧乨 乒丮 乆乡乳乴 乡乮乤 乳乣乡乬乡乢乬乥 买乯乬乹乮乯乭乩乡乬 乫乥乲乮乥乬乳 乶乩乡 乥乸买乬乩乣乩乴 书乥乡乴乵乲乥 乭乡买乳乛乃九丯丯

乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳 乯书 乴乨乥 丱丹乴乨 乁乃乍 乓义乇之乄乄 乩乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乣乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 之乮乯乷乬乥乤乧乥 乤乩乳乣乯乶乥乲乹

乡乮乤 乤乡乴乡 乭乩乮乩乮乧丮 串丰丱丳为 串丳丹中串临丷丮

乛丱丷丹九 么乡乭乩乤 乒丬 乘乩乡乯 乙丬 乇乩乴乴乥乮乳 乁丬 乥乴 乡乬丮 乃乯乭买乡乣乴 乲乡乮乤乯乭 书乥乡乴乵乲乥 乭乡买乳乛乃九丯丯义乮乴乥乲乮乡乴乩乯乮乡乬 乃乯乮书乥乲中

乥乮乣乥 乯乮 乍乡乣乨乩乮乥 乌乥乡乲乮乩乮乧丮 串丰丱临为 丱丹中串丷丮

乛丱丸丰九 乌乩 乆丬 义乯乮乥乳乣乵 乃丬 乓乭乩乮乣乨乩乳乥乳乣乵 乃丮 乒乡乮乤乯乭 书乯乵乲乩乥乲 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮乳 书乯乲 乳乫乥乷乥乤 乭乵乬乴乩买乬乩乣乡乴乩乶乥

乨乩乳乴乯乧乲乡乭 乫乥乲乮乥乬乳乛乃九丯丯乊乯乩乮乴 乐乡乴乴乥乲乮 乒乥乣乯乧乮乩乴乩乯乮 乓乹乭买乯乳乩乵乭丮 乓买乲乩乮乧乥乲丬 串丰丱丰为 串丶串中串丷丱丮

乛丱丸丱九 乖乥乤乡乬乤乩 乁丬 乚乩乳乳乥乲乭乡乮 乁丮 久丞乣乩乥乮乴 乡乤乤乩乴乩乶乥 乫乥乲乮乥乬乳 乶乩乡 乥乸买乬乩乣乩乴 书乥乡乴乵乲乥 乭乡买乳乛乊九丮 义久久久

乔乲乡乮乳乡乣乴乩乯乮乳 乯乮 乐乡乴乴乥乲乮 乁乮乡乬乹乳乩乳 乡乮乤 乍乡乣乨乩乮乥 义乮乴乥乬乬乩乧乥乮乣乥丬 串丰丱串丬 丳临丨丳丩为临丸丰中临丹串丮

乛丱丸串九 乙乡乮乧 乊丬 乓乩乮乤乨乷乡乮乩 乖丬 乆乡乮 乑丬 乥乴 乡乬丮 乒乡乮乤乯乭 乬乡买乬乡乣乥 书乥乡乴乵乲乥 乭乡买乳 书乯乲 乳乥乭乩乧乲乯乵买 乫乥乲乮乥乬乳

乯乮 乨乩乳乴乯乧乲乡乭乳乛乃九丯丯乐乲乯乣乥乥乤乩乮乧乳 乯书 乴乨乥 义久久久 乃乯乮书乥乲乥乮乣乥 乯乮 乃乯乭买乵乴乥乲 乖乩乳乩乯乮 乡乮乤 乐乡乴乴乥乲乮

乒乥乣乯乧乮乩乴乩乯乮丮 串丰丱临为 丹丷丱中丹丷丸丮

乛丱丸丳九 乁乧乲乡乷乡乬 乒丬 乃乡乭买乢乥乬乬 乔丬 么乵乧乧乩乮乳 乊 么丬 乥乴 乡乬丮 乄乡乴乡中乤乥买乥乮乤乥乮乴 乣乯乭买乲乥乳乳乩乯乮 乯书 乲乡乮乤乯乭 书乥乡乴乵乲乥乳

书乯乲 乬乡乲乧乥中乳乣乡乬乥 乫乥乲乮乥乬 乡买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮乛乊九丮 乡乲乘乩乶 买乲乥买乲乩乮乴 乡乲乘乩乶为丱丸丱丰丮丰临串临丹丬 串丰丱丸丮

乛丱丸临九 乓乲乩买乥乲乵乭乢乵乤乵乲 乂丬 乓乺乡乢仳 乚丮 乏买乴乩乭乡乬 乲乡乴乥乳 书乯乲 乲乡乮乤乯乭 书乯乵乲乩乥乲 书乥乡乴乵乲乥乳乛乃九丯丯乁乤乶乡乮乣乥乳 乩乮 乎乥乵乲乡乬

义乮书乯乲乭乡乴乩乯乮 乐乲乯乣乥乳乳乩乮乧 乓乹乳乴乥乭乳 串丸 丨乎义乐乓丩丮 串丰丱丵为 丱丱临临中丱丱丵串丮

乛丱丸丵九 乁乶乲乯乮 么丬 乃乬乡乲乫乳乯乮 之 乌丬 乗乯乯乤乲乵丛 乄 乐丮 乆乡乳乴乥乲 乫乥乲乮乥乬 乲乩乤乧乥 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮 乵乳乩乮乧 乳乫乥乴乣乨乩乮乧 乡乮乤
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